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Premiére partie

Le Dernier Maitre de R






CHAPITRE 1

GROUPES, ANNEAUX ET CORPS

What is purple and commutes? An abelian
grape.

Classic joke

Un ensemble quelconque est une collection d’éléments, sans ordre et sans relations entre eux. C’est pour organiser
tout cela qu’on parle de structure d’un ensemble. Dans ce premier chapitre, on va découvrir trois types structures
algébriques fondamentales : les groupes, les anneaux et les corps.

On verra que des ensembles qui ont la méme structure se "comportent” de la méme facon et obéissent aux
mémes régles. C’est l'essence méme des mathématiques de définir des régles abstraites pour savoir comment
manipuler des ensembles, des fonctions, des éléments...On va donc découvrir quelles sont les régles précises
gérant les calculs que l'on a ’habitude de faire en pratique.

En tant que premier chapitre de ’année, ce chapitre ne nécessite pas vraiment de pré-requis. Il est simple-
ment nécessaire d’avoir quelques rudiments de mathématiques, de logique, et de théorie des ensembles et des
applications.

I Groupes

1. Loi de composition interne

On rappelle que le produit cartésien de deux ensembles E et I est I’ensemble des couples d’éléments de E et
F:

ExF={(x,y)/x € E,y € F}.

On pourra noter E? = E x E.

WDéﬁnition 1.1 Loi de composition interne

Soit E un ensemble non-vide. On appelle loi de composition interne sur E sur E toute application f : E2 — E.
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Exemple 1.2 :

N - N : TS
(m,m) > ntm est une loi de composition interne sur N.
(R*)> — R*
2. (z,y) — T est une loi de composition interne sur R*.
)
Yy

¢

Dans la suite, on notera toujours le composé de x et y par un symbole (généralement %) qui représente la loi de
composition interne. Par exemple, on dira que + est une loi de composition interne sur N ou que = est une loi
de composition interne sur R*. C’est un abus totalement admis.

& Vérifier que x est une loi de composition interne sur E revient donc a vérifier que
V(z,y) € E?, xzxycE.
Exemple 1.3 :

L’opération — n’est pas une loi de composition interne sur N. En revanche, — est une loi de composition interne
sur Z,Q,R ou C. &

I N

Définition 1.4

Soit E' un ensemble non-vide et * une loi de composition interne sur E. On dit que % est associative si
Va,y,z€ E, (z*xy)*z=z*(y*z).

On dit que % est commutative si
Ve,y e B, xxy=yxx.

On dit que x admet un élément neutre si

dee E\VNx € E, exx=x*xec=ux.

Si une loi est associative, on n’a plus besoin d’écrire de parenthéses puisque l'ordre dans lequel on fait les
opérations n’a pas d’importance.

& L’élément neutre, s’il existe, ne dépend pas de x. Autrement dit, il faut bien faire attention & I'ordre des
quantificateurs dans cette définition.

Exemple 1.5 :
La loi + n’est ni associative ni commutative dans R* :

3 . . . . _1 - -
512y FA Y 3=, 12242+ 1

W Proposition 1.6

Soit E un ensemble non-vide muni d’une loi de composition interne x. Si x posséde un élément neutre, alors
il est unique.
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Démonstration : Soient e, ¢’ € E deux éléments neutres pour x. Alors on a

Définition/Proposition 1.7 Inverse

Soient E un ensemble non-vide et *x une loi de composition interne sur F possédant un élément neutre e. Soit
x € E. On dit que x est inversible pour la loi * si
dJye B, zxy=yxx=e.

De plus, si % est associative, alors s'il existe, y est unique, on Pappelle inverse de z, et on note y = 1.

On dit aussi que = est inversible a gauche s’il existe y € E tel que y x z = e, et inversible a droite §’il existe
y € Etel quexxy =e.

On notera que la notion d’inversibilité dépend de la loi de composition interne considérée. En pratique, si il n’y
a pas de risque de confusion, on ne précisera pas cette loi.

& Pour montrer qu’un élément est inversible et déterminer son inverse, il faut trouver un méme inverse a
gauche et inverse a droite. D’autre part, il est sous-entendu que =1 € E : en toute rigueur, on devrait dire "z
est inversible pour x dans E".

Démonstration : Il faut juste prouver l'unicité de l'inverse. Soit x € E inversible. Supposons qu’il existe
Y,y € E tels que

rxy=ykr=x*xy =y xx =c.
On a alors, si * est associative,

y=yxe=yx(@xy)=(yxz)xy =exy =y

Exemple 1.8 :

1. On considére ’ensemble Z. + est une loi de composition interne sur Z car
Ve,y € Z, z+vye€LZ.

e + est commutative car Vz,y € Z,x +y =y + x.

e + est associative car Vz,y,z € Z, (r+y)+z=x+y+z=2x+ (y + 2).

e -+ posséde un élément neutre e =0, car Vx € Z,0+z =2 =z + 0.

Soit x € Z. Alors x est inversible car x + (—2) = —z + 2 =0, et donc 2! = —z.

2. X est une loi de composition interne sur Z* qui est associative, commutative et qui posséde un élément
neutre ¢ = 1. Les seuls éléments inversibles de Z* sont —1 et 1 (ils sont leurs propres inverses), car

Ve e Z\{-1,0,1}, %EQ\Z

3. =+ est une loi de composition interne sur R* qui n’est pas commutative, pas associative et qui ne posséde
pas d’élément neutre.
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Exercice 1.9 :
Soit E I’ensemble des applications de N dans N.

Montrer que o est une loi de composition interne sur E.

o est-elle commutative 7 Associative 7

Montrer que o posséde un élément neutre.
(a) Montrer que f € E est inversible a gauche si, et seulement si f est injective.
(b) Montrer que f est inversible a droite si, et seulement si, f est surjective.

5. Quels sont les éléments inversibles de E 7

=W

fg Réepovse
1. Soient f,g € E. Puisque g (N) C N, f o g est bien définie et (f o g)(N) C N, donc fog € E.
2. o n’étant évidemment pas commutative, on va exhiber un contre-exemple. Posons

N —- N N = N
n—>n+1’g'n—>n2'

f:

Par définition, f,g € E et fog(l) = f(1) = 2. Par contre, go f (1) = ¢g(2) = 4, donc fog # go f.
Donc o n’est pas commutative.
3. On a, pour tout f € E, et pour tout n € N,

Idof (n) =1d(f (n) = £ (n), fold(n)=f(n), Idof=fold=7.

Donc Id est I’élément neutre de o.
4. Soit f € E.
(a) Supposons que f soit inversible & gauche, c’est-a-dire qu’il existe g € E telle que go f = Id. Soient
z,y € N. Alors

f@)=fy)=gof(x)=gofly)=z=y.

Donc f est injective. Réciproquement, supposons que f soit injective. Pour tout y € f (N), il existe
un unique antécédent x vérifiant f (x) = y. On peut noter g (y) = x. Alors

VzeN, g(f(z)) ==

car = est un antécédent de y = f (z).
(b) Supposons que f soit inversible a droite, c’est-a-dire qu’il existe g € F telle que f o g = Id. Soit
y € N. Alors

fg() =y,

donc y admet un antécédent par f. Donc f est surjective. Réciproquement, supposons que f soit
surjective. Pour tout y € N, il existe z € N tel que f (z) = y. Notons g (y) = z. Alors

YyeN, f(g(y) =y,

car g (y) est un antécédent de y par f.
5. Soit f € E. On déduit des questions précédentes que :

f est inversible <= f est inversible & gauche et & droite <= f est injective et surjective

<= f est bijective.

Exemple 1.10 :
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Ou considére F (N, N) muni de la loi de composition interne o. Soient f,g: N — N telles que

n—1 sin>1

n—n+1, n—
/ g {o sin=0

Pour tout n € N, on a

n sin>1

gof(m=gm+1)=nt1-1=n, fog(n){l S

Donc g est inversible a droite et f est inversible & gauche. D’aprés l'exercice 1.9, puisque f et g ne sont pas
bijectives, elles ne sont pas inversibles. O

s N

Proposition 1.11

Soit E un ensemble non-vide muni d’une loi de composition interne associative admettant un élément neutre
e. Soient z,y € E. Alors

(i) Si z est inversible, alors 2! est inversible et (ac_l)_l =z

(ii) Six et y sont inversibles, alors x * y est inversible et (zxy) ' =z~ xy

\ J

Démonstration : (i) Supposons que z € E soit inversible. On a alors

Donc z~ ! est inversible et (33_1)71 = .
(ii) Supposons que x et y soient inversibles. Alors on a

1 1

1 1 1 =x*xT =e.

(zxy)*(y 'xa ) =axyxy ' xz = axexa”

-1 -1 -1

De méme, (y *:rfl) * (x xy) = e donc x * y est inversible et (x*y)fl =z "y

2. Structure de groupe

WDéﬁnition 1.12 Groupe

Soit G un ensemble non-vide muni d’une loi de composition interne . On dit que le couple (G,*) est un
groupe si

(i) = est associative
(ii) * posséde un élément neutre
(iii) tout élément de G est inversible (pour la loi *).

Si de plus % est commutative, alors on dit que (G, %) est un groupe commutatif (ou abélien').

L

Remarque 1.13 : Pour montrer que (G, ) est un groupe, on démontrera les points suivants :

0) x est bien une loi de composition interne sur G et G est non-vide.

1) * est associative.

2) on trouve un élément e € G tel que pour tout € G, zxe = e xx = x. Alors e est bien 1’élement neutre
de *.

1. Niels Henrik ABEL (1802-1829) : Mathématicien norvégien.

& 7
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3) pour tout 2 dans G, on trouve un élément y € G tel que x«y = yxx = e. Alors y =z~ .

4) On étudie si (G, *) est commutatif ou pas.

Attention a l'ordre des quantificateurs dans les points 2) et 3). O

& Dans la suite, on dira souvent par abus "G est un groupe". Cela ne pose aucun probléme, & condition qu’il
n’y ait aucune ambiguité sur la loi * pour laquelle (G, %) est un groupe. On verra de tels exemples plus tard.

Proposition 1.14 Groupes de référence

Les ensembles suivants sont des groupes commutatifs :

Z,+) (@Q+) ®R+) (C+)
@, %) (R, x) (C*,x)

Démonstration : Montrons que (Q*, x) est un groupe. On démontre de la méme maniére tous les autres
résultats.

0) Soient a,b € Q*. Alors ab € Z donc x est bien une loi de composition interne sur Q*. De plus, 1 € Q*
donc Q* # 0.

1) Soient a,b,c € Q. Alors par définition de la multiplication, (ab) ¢ = a (bc) donc X est associative sur Q.

2) Pour tout a € Q*, on a

ax1l=1xa=a.

Donc x admet pour élément neutre 1 € Q.
3) Soit a € Q*. Alors

1 1
ax —=—XxXa=1.
a a

*

1
Puisque — € QF, I’élément a est bien inversible pour x dans Q*.
a

Donc (Q*, x) est un groupe.
4) Pour tous a,b € Q*, on a bien ab = ba.

Donc (Q, x) est un groupe commutatif. Et en fait, puisque X est commutative sur Q*, on avait juste besoin
de vérifier que

1
YVaeQ*, ax-=1, 1xa=a
a

&Il est important de remarquer que (N, +), (Q, x) et (Z*, x) ne sont pas des groupes. En effet :

e 0 ne posséde pas d’inverse pour X (dans n’importe quel ensemble).
e 1 ne posséde pas d’inverse pour + dans N (car —1 ¢ N).

e 2 ne posséde pas d’inverse pour x dans Z* (car 3 ¢ 7).
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Proposition 1.15

Les ensembles (RN, +) et (F (R,R),+) sont des groupes commutatifs.

Démonstration : On va montrer que (F (R,R),+) est un groupe, ot l'on définit
Vige FRR), f+g:a— f(z)+g(a).

0) Tout d’abord, puisque (R, +) est un groupe, + est bien une loi de composition interne sur F (R,R). De
plus, cet ensemble est non-vide car Idg € F (R, R).
1) Soient f,g,h € R. Alors, pour tout x € R,

(f+9)+h) (@)= (f(2)+g @) +h(x) = f(2)+(g(x)+h()=(f+(g+h) (@),

donc (f +g) +h=(f + (g + h)) donc + est associative sur F (R, R).
2) Puisque + est commutative sur R, il est clair que + est commutative sur F (R, R).
3) Notons fo: 2z — 0. Alors fo € F (R,R) et

VfeFRR), fH+fo=fot+f=/
4) Soit f € F(R,R). Notons g : z — —f (x). Alors
f+9=g9+7f=l.
Donc f est inversible pour +.

Donc (F (R,R),+) est un groupe commutatif. On montre de la méme fagon que (]RN, +) est un groupe com-
mutatif. O

W Proposition 1.16

Soit E un ensemble non-vide. Notons o (E) = {f : E — E/f est une bijection}. Alors (o (E),o0) est un
groupe. De plus, si E posséde au moins trois éléments distincts, alors (o (F), o) n’est pas commutatif.

Démonstration : Tout d’abord, o (F) n’est pas vide car Idg € o (E).

0) Soient f,g € o (E). Alors f o g est une application de E dans E (elle est bien définie car g (E) C E). De
plus, pour tout y € E, il existe 2’ € F tel que f (z) =y, et il existe z € F tel que g (z) = 2’. Alors

fog(x)=f(z)=vy.
Donc f o g est surjective. De plus, pour tous z1,z2 € F, puisque f et g sont injectives,
fg(@1)) = f(g(x2)) = g(z1) = g (22) = 21 = 2.

Donc f o g est injective donc bijective. Donc o est bien une loi de composition interne sur o (E).
1) Soient f,g,h € o (E). Pour tout € F, on a

folgoh)(x)=f(goh(x))=[f(g(h(x))=(fog)(h(x))=(fog)oh(z),

donc fo(goh)=(fog)oh,donc o est associative.
2) On sait que Idg € o (E), et, pour tout f € o (E),

VeeE, foldg(x)=f(z)=Idgof(z), foldg=f=Idgof

Donc o admet Idg pour élément neutre.
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3) Soit f € o (E). Puisque f est bijective, f admet une bijection réciproque f~! vérifiant
fof Tl =fof=1ds.
De plus, f~! est aussi une bijection donc f~* € o (E). Donc f est inversible pour o dans o (E).
Enfin, supposons que E posséde au moins trois éléments distincts a, b, c. Soient f,g € o (E) définies par

b siz=a ¢ siz=b
VeeE, f(r)=<a siz=b, g(r)=<b siz=c.
T

z  sinon sinon
Alors
fog)=f(e)=¢, gof()=gla)=a, fog#golf.
Donc (0 (E), o) n’est pas commutatif. O

On tire de cette propriété une remarque importante : il existe des groupes non-commutatifs. En fait, en dehors
des lois habituelles, la plupart des lois de composition interne ne sont pas commutatives. On verra d’autres
exemples plus tard (notamment ’ensemble des matrices, au second semestre).

A partir de maintenant, on pourra utiliser sans démonstration que les lois +, X et o sont associatives (et que +
et x sont commutatives) dans les ensembles usuels.

Proposition 1.17

Soit (G,*) un groupe et soient x,y € G. Alors

(313_1)71 =z, (zxy) '=y lxzh

C’est exactement la proposition 1.11. On fera attention & 'ordre si G n’est pas un groupe commutatif.

3. Sous-groupes

Une fois que 'on connait certains groupes de référence, certains de leurs sous-ensembles peuvent hériter de cette
structure. C’est le principe des sous-groupes.

I N

Définition/Proposition 1.18 Sous-groupe

Soit (G, *) un groupe et soit H C G. On note e ’élément neutre de G. On dit que H est un sous-groupe de
G si

(i) H est non-vide.
(il) Vo,y € Hyx xy € H. Oun dit que H est stable par *.
(iii) Vo € H,z~' € H. On dit que H est stable par inverse.

Dans ce cas, (H, ) est un groupe. De plus, e € H et e est aussi I’élément neutre de H.

\ J

Démonstration : Il faut montrer que (H, ) est un groupe.

0) D’abord, H est non-vide, d’aprés (i), et x est une loi de composition interne sur H d’aprés (i7).
1) Puisque « est associative sur G, elle est encore associative sur H.

10
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2) Soit x € H. Alors =" € H et donc e = zx 2~ ' € H. Donc * admet e pour élément neutre dans H.
3) Enfin, d’aprés (iii), pour tout 2 € H, z~' € H et donc 2 posséde un inverse pour x dans H.

Donc (H, *) est un groupe. On a montré au passage que e € H et que c’est ’élément neutre de H. O

Un sous-groupe de G est simplement un autre groupe H inclus dans G et qui posséde une structure de groupe
"compatible" avec celle de G (autrement dit, G et H sont des groupes pour la méme loi).

&(R*, x) n’est pas un sous-groupe de (R, +).

Remarque 1.19 : En pratique, pour montrer qu’un ensemble est un groupe, on montrera presque tout le temps
qu’il s’agit d’un sous-groupe d’un groupe connu. C’est pourquoi il est important de connaitre les groupes de
référence. On utilisera en général la propriété suivante. &

s N

Proposition 1.20

H est un sous-groupe de G si, et seulement si,

0) H CG.
1) ec H.
2) Va,y € Hoxxy ' € H.

On peut remplacer la propriété (iii) par "2~ ' «y € H" : la preuve est exactement la méme.
Démonstration : H est non-vide et H C G, il reste donc & prouver que H est stable par produit et par
inverse en utilisant la propriété :

(P) : Va,yeH, zxy 'cH

Puisque e € H, pour tout y € H, on applique (P) a e et y, donc exy ' =y ! € H donc H est stable par

inverse. Ensuite, pour tous x,y € H, y~' € H et on applique (P)axet y~*. Donc
T * (y’l)_1 =xxy € H,

donc H est stable par . O

Exemple 1.21 :
(Z,+), (Q,+) et (R,+) sont des sous-groupes de (C,+). &

Exercice 1.22 :
Montrer que (R, x) est un sous-groupe de (R*, x).

fg Reponse

(R*, x) est un groupe de référence dont I’élément neutre est 1. De plus, 1 € R’ et

R’ =]0, 4+00[C] — 00, 0[U] + co[= R*

par définition. Enfin, pour tous zy € R’ , on a

\ J
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Exercice 1.23 :
Soit (G, *) un groupe. Quel est le plus petit sous-groupe de G'?

g Reponse

On va montrer que H = {e} est un sous-groupe de G, ot e est 1’élément neutre de G. Il ne peut évidemment
pas y en avoir de plus petit car un sous-groupe est non-vide. e € H et H est inclus dans G par définition. De
plus, exe ! =e € H, donc H est un sous-groupe de G.

Proposition 1.24

Soit (G, *) un groupe commutatif. Alors tout sous-groupe de (G, *) est commutatif.

La preuve est évidente. Ce qui est intéressant, c’est que la réciproque est fausse. En effet, si F est un ensemble
contenant au moins trois éléments distincts, alors (o (E) , o) est un groupe non-commutatif. En revanche, {Idg}
est un sous-groupe de o (F) qui est évidemment commutatif.

Exercice 1.25 :
On pose

U={zeC/|z| =1}.
Montrer que (U, X) est un groupe. Est-il commutatif ?

g Reponse

On va montrer que (U, x) est un sous-groupe de (C*, x).

0) Par définition, U C C* (car 0 ¢ U).
1) |1] =1 donc 1 € U.
2) Soient z, 2z’ € U. Alors

|2 x 2| = |2] x 2] = 1,

donc 2z’ € U, donc U est stable par x.
3) Soit z € U. Alors

1
donc — € U, donc U est stable par inverse.
z

Donc (U, x) est un sous-groupe de (C*, x), c’est donc un groupe. De plus, puisque (C*, X) est commutatif,
alors (U, x) est aussi commutatif.

Proposition 1.26

Soit (G, *) un groupe. Si H; et Hs sont deux sous-groupes de G alors Hy N Hs est un sous-groupe de G.

12
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Démonstration : Notons e ’élément neutre de G et K = Hy N Ho.

0) Puisque e € H; et ¢ € Hy alors e € K. De plus, K C H; C G.
1) Soient x,y € K. Alors, pour tout i € [1,2], z,y € H; donc xxy~* € H; donc z vy~ ' € K.

O

En fait, l'intersection quelconque (éventuellement infinie) de sous-groupes de G est encore un sous-groupe de
G. La démonstration est identique.

& L’union de deux sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe.

4. Morphismes de groupe

Dans cette section, on introduit un type d’applications trés importantes : les morphismes. Un morphisme (ou
homomorphisme) est une "application qui respecte les structures" de ses ensembles de départ et d’arrivée. C’est
donc tout naturellement qu’on définit les morphismes de groupe.

I N

Définition 1.27 Morphisme de groupe
Soient (G,*) et (H,®) deux groupes, et f : G — H. On dit que f est un morphisme de groupes si

Ve,ye G, fzxy)=f(z)® f(y).

\ J

WDéﬁnition 1.28 Types de morphismes
Soit f un morphisme de groupes de (G, *) dans (H, ®).

(i) On dit que f est un endomorphisme si G = H.
(ii) On dit que f est un isomorphisme si f est aussi une bijection.
(iii) On dit que f est un automorphisme si G = H et si f est aussi une bijection.

\ J

On retiendra : "automorphisme = endomorphisme + isomorphisme".?

& Pour parler de morphismes de groupes, on vérifiera d’abord que f : G — H et que G et H sont bien des
groupes.

Exemple 1.29 :
Montrons que la fonction exp est un morphismes de groupes de (R, +) dans (R*, x). D’abord, R et R* sont bien
des groupes pour les opérations annoncées. Ensuite,

Va,y € R, exp(z+y)=exp(x)exp(y).

On pourra remarquer que exp : R — R est un isomorphisme entre (R, +) et (Ri, ><). &

Exemple 1.30 :
Si G est un groupe, alors Idg est un morphisme de groupes. C’est méme un automorphisme. &

Exercice 1.31 :

Soit E =] — 1, 1] et x définie par
r+Yy
1+axy

2. "Endo" signifie "dans, dedans". "Iso" signifie "égal, pareil". "Auto" signifie "sur soi-méme".

& 13

Ve,y e E, xxy=
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1. Montrer que (E,*) est un groupe abélien.
e _ e~
2. Montrer que la fonction f : 2 — ——— est un morphisme de groupes entre (R, +) et (E,%).

e’ +e
ﬁ E&fque

1. La loi x étant plutot exotique, pas question de parler de sous-groupes ici. On montre que E est un
groupe par définition :

e
0) E # 0 et, pour tout y € E, la fonction ¢ : = ljy est strictement croissante sur [—1,1]
ry

(montrer qu’elle est dérivable et calculer ¢’). De plus ¢ (1) =1 et ¢ (—1) = —1 donc
Ve,y e B, xxy€|—11=E.

* est donc bien une loi de composition interne.
r+y y+zx
l+zy 1+yzx
2) Soient z,y,z € E. On a

1) Il est clair que z xy =

= y x x donc * est commutative sur F.

y+z $+fJT—ZZZ _zty+z+ayz

1+yz_1+"’31y+7+;zz xy + T2 + Yz

Tx(yxz)=x*

Cette expression est symétrique en x et z donc
rx(y*z)=z*(yxx) = (y*z)*2z=(z*y) * 2,

donc x est associative.
3) On a, pour tout = € E,

z+0

Oxzr—2x0= 219 _
A== T %0

z,

donc (E, ) admet 0 pour élément neutre.
4) Pour tout z € E, on a
7 = &
Tk (—x)=——= =0,
(-2)=1—0>
donc z admet —x comme inverse pour la loi *.
On en déduit que (E, %) est un groupe abélien.

e 1

2. Soit z € R. On a alors f (z) = o Alors il est évident que f (z) < let f(z) > —1. Donc f : R — E.
e
De plus, on sait que (R, +) et (E,*) sont des groupes. Enfin, on a, pour tous z,y € R,

e? —e 7 + e¥ —e Y

fla)y«fly)=—Fo _crrer o (e —e ") (e +e7¥) + (6" +e 7)(e¥ —e7Y)

(€@ —e ") (e —e¥) (e +o7)(c¥ Lo ¥ T o7 (o¥ —e—v
[+ Ee0E =) (o7 o) (0 e ¥) + (" — o) (¥ — )

2e%eY —2e e Y etV e TTY
T 2eTeV+2e e ¥  etUte Ty fla+y).

Donc f est un morphisme de groupes. On pourrait méme montrer que c’est un isomorphisme.

% Proposition 1.32

Soit f un morphisme de groupes de (G, ) dans (H, ®), de neutres respectifs eg et ey. Alors

(i) f(ec)=en.

14
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(ii) Pour tout z € G, f (27 ') = f @)~
(iii) Pour tous n € N*, et z1,...,2, € G,

fleixxan) =f(z) @@ f(2n).

Démonstration : (i) On a

en ® f(eq) = f(ec) = f(ea xeg) = f (ec) ® f (eq),

on en déduit donc que
en=en® f(ea)® flea) = flea)® f(ea)® f(ea) ™" = fleq).
(ii) Pour tout z € G, on a
fl@x)®f (x_l) =Ff (x*x_l) = f(eq) =en.

De méme, f (z71) ® f (z) = ey donc f(z) " = f (7).
(iii) Récurrence directe sur n € N*.

Proposition 1.33

Soient (G,*),(H,®), (K, o) trois groupes. Soient f : G — H et g : H — K deux morphismes de groupes.
Alors

(i) go f est un morphisme de groupes de G dans K.
(ii) Si f est un isomorphisme, alors f~1 est un isomorphisme de groupes de K dans G.

Démonstration : (i) G et K sont bien des groupes et go f : G — K. De plus, pour tous z,z’ € G, on a
gof(axa)=g(f(xxa))=g(f(@)® f(2)=g(f(x)og(f())
=gof(z)ogof(z),

donc g o f est un morphisme de groupes.

(i) f~1: H — G est bien définie car f est bijective, et H et G sont des groupes. De plus, on sait que f~! est
bijective, il reste donc & montrer que ¢’est un morphisme. Soient y,y’ € H. On sait qu'’il existe z,2’ € G
tels que f (z) =y, f(2') =19, et on a

faxd)=f@ef@)=yoy, [fyoy)=f"of(zxa)=axa'=f"(y*f"{).

Donc f~! est un isomorphisme.

WDéﬁnition 1.34 Noyau et image
Soit f un morphisme de groupes de (G, ) dans (H,®). On appelle noyau de f I’ensemble

ker (f) ={z € G/f(z) =eu}t=f""({en}).

On appelle image de f 'ensemble

Im(f)={ye H/Fr G, f(z)=y}=[(G).

& 15
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%f Théoréme 1.35

Soit f un morphisme de groupes de (G, *) dans (H,®). Alors

(i) ker f est un sous-groupe de G.
(ii) Im (f) est un sous-groupe de H.
(iii) f est injective si, et seulement si, ker f = {eg}.

Démonstration : (i) Par définition, ker f C G et eq € ker f car f(eg) = eg. De plus, pour tous z,2" €
ker f, on a

ey =f@ef(@)") =T@ere) " =@y = en

donc x % (:v')71 € ker f donc ker f est un sous-groupe de G.
(i) Par définition, Im f C H et ey € Im f car f (eq) = ey. De plus, pour tous y,y’ € Im f, il existe z,2’ € G
tels que f (z) =y, f (') =4/, et alors

faxa) ) =r@ef(@) ") =f@ef@) " =yeu) ",

donc y ® (y’)71 € Im f donc Im f est un sous-groupe de H.

(iii) Supposons que f est injective. On veut montrer que ker f = {eg}, mais on a déja vu que eg € ker f.
Soit « € ker f. On a f(x) = ey = f(eg). Puisque f est injective, on en déduit que x = eg et donc
ker f C {eg}, donc ker f = {eq}. Réciproquement, supposons que ker f = {eg} et soient z,z’ € G tels
que f (z) = f(z'). Alors

f@er(@) ) =reher(@) ) =rehe @) =en f(ex@) ) =en

Donc 2 (z') " € ker f donc 2+ (2/)" = eg donc

Donc f est injective.
O
On peut donc caractériser l'injectivité ou la surjectivité a 'aide du noyau ou de l'image (rappelons que, par
définition, f est surjective si, et seulement si, Im f = H).

Remarque 1.36 : Une maniére standard, et souvent rapide, de montrer qu’un ensemble est un groupe est de le
voir comme le noyau ou l'image d’un morphisme de groupe. Par exemple, cela permet de démontrer rapidement
que (Rj_, ><) est un sous-groupe de (R*, X) : c’est I'image de exp. &

&On a toujours les inclusion {eq} C ker f et Im f C H.

Exercice 1.37 :
Soit p € N* et f : Z — Z définie par f : n +— pn.

1. Montrer que f est un endomorphisme du groupe (Z, +).
2. Démontrer que f est injective.
3. Démontrer que 'ensemble des multiples de p, noté pZ, est un groupe pour ’addition.

16
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fgkéfonse
1. L’application f est un endomorphisme du groupe (Z,+), car (Z,+) est bien un groupe et, pour tous
n,m € 7,
f)+f(m)=pn+pm=pn+m)=f(n+m).
2. Soit x € Z. Alors, puisque p # 0,
zekerf < f(z)=0 < pr=0 < 2 =0,
donc ker f = {0} donc f est injective.

3. Par définition, pZ = {pn € Z/n € Z} = Im f. Puisque f est un morphisme, on en déduit que (Im f, +)
est un sous-groupe de (Z,+). Donc (pZ,+) est un groupe.

¢
Exemple 1.38 :
. . . R - U . —
Sur le méme principe, on peut montrer facilement que f : v s it est un morphisme surjectif entre les
groupes (R, +) et (U, x). On en déduit que ker f = 27Z est un sous-groupe de R. &

Exemple 1.39 :

- Z — . o
Encore sur le méme principe, on peut montrer que pour tout a > 0, f : n o " est un morphisme injectif

entre les groupes (Z,+) et (R*, x). ¢

5. Compléments

5.1. Notation additive et notation multiplicative

Proposition 1.40 Notation multiplicative

Soit (G,*) un groupe muni d’un élément neutre e, et soit x € G. On note, pour tout n € N*,

=6 a=gk---xx, T V=g lk--xz!
— —
n fois n fois

On a alors, pour tous p,q € Z,

2P x gl =Pt (2P)? = 2P9, (acp)f1 =P,

La démonstration est évidente. On retiendra que cela fonctionne comme pour les puissances de nombres réels
(cas ou * est x). C’est ce qu’on appelle la notation multiplicative, qu’on peut utiliser lorsqu’on est suffisamment
a Daise avec les notions considérées. Alors e joue le role de 1 et on se permet de ne pas noter la loi lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité.

Comme on vient de le remarquer, pour effectuer des exercices théoriques, on ne précisera pas toujours la loi
pour un groupe abstrait G, et on utilise alors la notation additive ou la notation multiplicative® :

3. Ceci est lié au fait que la plupart des ensembles sont vus comme des groupes pour + ou X.

Vi 2\
& 17
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Notation actuelle | Notation additive | Notation multiplicative
Loi * + X
Neutre e 0 1
Inverse r T —z T
Abélien ? Oui ?

Dans les chapitres suivants, on rencontrera des ensembles o la multiplication n’est pas commutative (I’exemple
principal étant les matrices). Par contre, 'addition sera toujours commutative dans les ensembles que 1’on
considére, c’est pourquoi on réservera la notation additive aux groupes abéliens, et la notation multiplicative
aux groupes peut-étre pas commutatif, ou non-commutatifs. La notation multiplicative est donc choisie en
générale, et permet en plus de ne méme pas écrire la loi :
Vee@, lr=zl=2z, zzl=zlz=1

Ces abus de notation sont particuliérement utiles lorsqu’on a plusieurs groupes abstraits, chacun munis d’une
loi différente. . .

5.2. Table d’un groupe

Lorsqu’un groupe est fini, on peut étre amené & dresser sa table. Cela permet notamment de simplifier les calculs
a venir, et de déterminer si le groupe est abélien.

Exercice 1.41 :

Soit G = {xg,..., x5} un groupe a six éléments d’élément neutre xy. Compléter sa table :
* To | X1 | T2 | X3 | T4 | T5
Zo
€1 Ty
Z2 L5 L4 | L3
€3 T4
Ty Z1 I5 | Lo
Z5 €1

fg Reponse

* To | X1 | T2 | X3 | T4 | X5
Lo | o | X1 | T2 | X3 | T4 | T
T1 | X1 | Xo | X4 | X5 | T2 | T3
T2 | T2 | T | Lo | T4 | T3 | T1
T3 | L3 | T4 | T5 | o | T1 | T2
Ty | Ty | T3 |21 | X3 | T5 | Xo
Ty | T5 | L2 | 3 | X1 | To | T4

I Anneaux et corps

On va voir que les anneaux sont des groupes plus évolués : ils disposent d’une seconde loi de composition interne.

18
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1. Structure d’anneau

{f( Définition 2.1 Distributivité

Soit ¥ un ensemble muni de deux lois de composition interne + et x. On dit que X est distributive par
rapport a + si

Ve,y,z€ E, (r+y)Xxz=xxz+yxz zX(@y+z)=xXy+xXz

On parle parfois de distributivité & gauche ou & droite si une seule de ces conditions est vérifiée.

WDéﬁnition 2.2 Anneau

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne + et x. On dit que (A4, +, X) est un anneau si

(i

(A,+) est un groupe commutatif.

)
(ii) x est associative
(iii) x admet un élément neutre.
(iv) x est distributive par rapport a +.

Si de plus x est commutative, alors on dit que (A, -+, X) est un anneau commutatif.

\ J

Selon certains ouvrages plus anciens, l'existence d’un élément neutre pour X n’est pas requise (notion de pseudo-
anneau). Attention de bien vérifier la définition choisie par votre livre favori.

& L’ordre des lois est important : (A, %, ¢) ne signifie pas la méme chose que (4, ¢, %).

Remarque 2.3 : Contrairement aux groupes, les notations des anneaux sont relativement standards : on utilise
généralement les notations additives et multiplicatives. Sauf indication contraire, les neutres des lois + et x
seront notés respectivement 01 et 14. &

& Dans un anneau quelconque (A, +, X), les éléments ne commutent pas et ne sont pas inversibles pour la loi
x. Cette absence d’inverse multiplicatif est la principale différence avec les groupes. Puisque tous les éléments
de A admet un inverse pour +, on ne parlera d’éléments inversibles que par rapport a la loi x.

I N

Proposition 2.4 Anneaux de référence

Les ensembles suivants sont des anneaux commutatifs :
(Z7+7X)7 (Q7+7><)7 (R7+’X)7 ((C7+7><)7

RY, +,%), (F®RR),+,x), (C°R,R),+,x).

L’ensemble (F (R,R),+,0) n’est pas un anneau, car o n’est pas distributive pour +. Dommage, il s’agissait
d’un bon candidat pour donner un exemple d’anneau non-commutatif (voir exercice 2.7).

I N

Proposition 2.5 Régles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, X) un anneau. Alors
(i) 04 est absorbant pour X :

Vl‘EA, X004 =04 xx=04.
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(ii) Regle des signes :
vr,ye A, (mx)xy=azx(-y)=—(rxy), (-2)x(-y)=zxy.

(iii) Soient z,y € A. Si z et y commutent, alors ils vérifient la formule du binéme :

VneN, (z+y)" Z()knk.

Démonstration : (i) Soit z € A. Alors on a
IXOAZQJX(OA-FOA):xXOA—i-xXOA, rx04—xx04=2x044+2x04—2%x0yq, 04 =xx04.

De méme, 04 X £ =04.
(ii) D’apres le point (i), pour tous x,y € A,

Opu=zx0a=ax(y—y =zxyt+ax(-y), —(zxy)=zx(-y).
De méme, (—z) x y = — (z X y). On a ensuite
(2) x (=y) = — (@ x (-y)) = = (= (¥ xy)) =z xy.

(iii) Soient x,y € A, on suppose que x et y commutent. On montre la formule du binéme par récurrence sur

n n n+1
n. Rappelons la formule de Pascal : (k B 1) + (k) = ( . )

0
Initialisation : On a (z +y)’ =1 = Z ( )CEOyO k.
k=0 0
Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un certain rang n € N. On a alors, puisque = et y

commutent,

@™ =ty =@t Y ()t

0
— xn—&-l +yn+1 +Z ((kn ) + (Z)) xkyn—&-l—k

k=1
n+1
_ E ( ) k n+1 k

La formule du bindéme est donc vraie au rang n + 1, ce qui achéve cette récurrence.

&Soit (A, +, x) un anneau. Soient z,y € A. Alors
rxy=04Azxz=0o0uy=0.

En effet, on a un contre-exemple en considérant de A = F (R,R), f = Tyj0 100y €t 9 = Lj_co,0)}-
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Définition 2.6 Anneau intégre

Soit (A, 4+, x) un anneau. On dit que A est intégre si

VYa,be A, axb=0%a=00ub=0.

Exercice 2.7 :
On note E I'ensemble des endomorphismes de groupe de (C,+).

1. Montrer que (E, +,0) est un anneau.

2. Montrer que F est un anneau non-commutatif.
Indication : on pourra remarquer que les applications de la forme z — afRe (2)+5Tm (z)+i (YRe (2) + ITm (2))
sont des endomorphismes de groupe de C.

ﬁ Reponse

1. E # (0 car Idc € E. Exactement comme dans le cas de la proposition 1.15, on montre que (F,+) est
un groupe abélien. Rien de difficile de ce coté-1a, c’est la structure d’anneau qui nous intéresse. D’apreés
la proposition 1.33, si f,g € E alors f o g est aussi un endomorphisme de C, donc o est une loi de
composition interne pour E. De plus, Idc € E et on a

Vfe€E, foldc=Idcof =/,

donc Id¢ est I’élément neutre pour la loi o. De plus, on a déja vu que o est associative. Il reste donc a
montrer que o est distributive par rapport a +. Soient f, g, h € E. Alors, pour tout « € G,

(f+g)oh(x)=(f+g) (h(z))=f(h(z)+g(h(z))=Ffoh(z)+goh(z),
fo(g+h)(z)=f(g(x)+h(x)=[f(9()+ f(h(zx)=Ffog(x)+ foh(x),

car f est un morphisme de groupe. On en déduit que (E, +,0) est un anneau.
2. Soit f,g: C — C définies pour tout z € C, en notant a = Re (z) et b = IJm (z), par

fla+ib)=a+b+ib, g(a+ib)=a+i(a+b).
On vérifie sans probléme que f et g sont des endomorphismes de groupe de C. De plus, on a

fog()=f(+i)=2+1i, gof(l)=g(1)=1+i, fog#golf

On en déduit que E n’est pas un anneau commutatif.

¢

Remarque 2.8 : Il est important de bien comprendre pourquoi (E, +, o) est un anneau alors que (F (R,R), +o)
n’en est pas un. Cet exemple prouve l'existence d’anneaux non-commutatifs, et fonctionne en remplacant C par
un groupe abélien® quelconque ; en général, (E,+,0) n’est pas un anneau commutatif. &

2. Structure de corps

Définition 2.9 Corps

Soit (A, +, x) un anneau non-réduit & {0}. Si tout élément de A\ {0} est inversible, alors on dit que (4, +, x)
est un corps.

4. Tl est important que G soit abélien, sans quoi (E, +) n’est pas abélien, et on ne pourra pas avoir d’anneau par définition.

s :[:\\
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Proposition 2.10 Corps de référence

Les ensembles suivants sont des corps commutatifs :

(Q,+,%x), (R,+,x), (C,+,x).

Il est important de noter quels ensembles mentionnés dans la proposition 2.4 sont des corps et lesquels n’en sont
pas (et pour quelle raison).

Remarque 2.11 : On retiendra
Corps = Anneau = Groupe

Attention, on parle ici de la loi + (la premiére loi de ’anneau ou du corps) : si (4,4, X) est un anneau, alors
(A, x) n’est pas un groupe” ! En effet, 04 ne peut pas avoir d’inverse pour la loi x car il est absorbant.

Par définition, on a donc
(A,4, x) est un corps <= (A*, X) est un groupe,
ot 'on a noté A* = A\ {04} (qui est non-vide par hypothése). &

On pourra noter qu’un corps est un cas particulier d’anneau intégre (grace a l’existence de I'inverse pour les
éléments non-nuls).

3. Sous-anneaux et sous-corps

Comme pour les groupes, un sous-anneau d’un anneau A est un anneau inclus dans A héritant de la méme
structure. Commencons par une remarque importante.

Remarque 2.12 (Anneau nul) : Soit A un ensemble réduit & un seul élément, qu’on peut toujours noter
04. On définit naturellement

0a+04=04, 04%x04=04.

Alors Pensemble ({04}, +, X) posséde une structure d’anneau : on 'appelle I’anneau nul. C’est le seul anneau
pour lequel 14 = 04 (le neutre pour + et le neutre pour x sont égaux). Il a une structure particuliére qui nous
oblige a faire un peu attention lorsqu’on parle de sous-anneau. &

I N

Définition/Proposition 2.13 Sous-anneau

Soit (A, +, X) un anneau, et soit B C A. On dit que B est un sous-anneau de A si

(i) 1a€ B
(ii) Pour tous z,y € B, x —y € B.
(iii) Pour tous z,y € B, z x y € B. On dit que B est stable par x.

Dans ce cas, (B, +, X) est un anneau.

\ J

Cela revient a vérifier que

Ve,ye B, 1l4€B, z+yeDB, zxyeB, —-x€BbB.

Puisqu’on veut que B et A aient la méme structure, on impose la condition (7) pour ne pas considérer {04}
comme un sous-anneau de A. Les conditions (i) et (i¢) entrainent que (B, +) est aussi un sous-groupe de (A, +).

5. Du moins, lorsque A n’est pas I’anneau nul.
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Proposition 2.14

Soit (A, +, x) un anneau. Si By et By sont deux sous-anneaux de A alors By N By est un sous-anneau de A.

Exercice 2.15 :
On considére 'ensemble A = Z[iv/2] = {a + biv/2 € C/ (a,b) € Z?}.

1. Montrer que A est un anneau. Est-il commutatif ? A est-il un corps?

2. Soient (a,b) € Z*\ {(0,0)} et z = a + biv/2. Montrer que z est inversible dans A si, et seulement si,
2] = 1.
Indication : on pourra déterminer, s’il existe, I'inverse de z dans C.

3. Déterminer les éléments inversibles de A.

g Reponse

1. Par définition, A C C, on va donc montrer que (A, +, x) est un sous-anneau de (C, +, x) (qui est bien
un anneau, c’est méme un corps). D’abord, 1 € C car 1 =1+ 0 X ivV/2 et 1,0 € Z. Soient z,2' € A. 1l
existe a,b,a’,b’ € Z tels que z = a + biv2 et 2’ = a’ + b'iv/2. Alors

z—2 =a+bivV2—d —bVivV2=(a—d)+ (b-b)iV?2,

eta—a €Zetb—0b €7, donc z— 2’ € A. De plus,
22 = (a + bzﬁ) (a’ + b’i\@) = ad' — 2bV + ab'iv2 + d'biV/2,

et (aa’ —2bV') € Z et (ab' + a'b) € Z, donc zz' € A. Donc A est bien un sous-anneau de C. De plus, C
est un anneau commutatif (x est commutative sur C) donc A est aussi un anneau commutatif. Enfin, A
n’est pas un corps car il posseéde des éléments non-inversibles. Par exemple, 2 = 2+ 0iv/2 € A. L’inverse

1
de 2 existe dans C et 271 = = ¢ A.
2

2. On suppose que (a,b) # (0,0), c’est-a-dire que z # 0. Supposons que z soit inversible dans A, alors il
existe 2’ = a’ + b'iv/2 € A vérifiant zz’ = 1. On a alors

1= 22 = 22172, |2lP=a?+2° €N, |Z]>=(a')’+2()° eN.
Donc |z|? = |#/|> = 1. Réciproquement, supposons que |z|*> = 1. Or, on sait que 2Z = |z|> = 1. De plus,
Z=a — biv2 € A. Donc z est inversible et 27! = 7.

3. Soit z = a + biv/2 € A. On déduit de la question précédente que

z est inversible dans A <= 2| =1 <= |z| =1 <= 2z ==1.

En effet, si [a| > 2 alors |z| > 2 et si b # 0 alors |z| > v/2. Les éléments inversibles de A sont donc 1 et
—1.

Définition/Proposition 2.16 Sous-corps

Soit (L, 4+, x) un anneau, et soit K C L. On dit que K est un sous-corps de L si

(i) 1, e K
(ii) Pour tous z,y € K, z —y € K.
(iii) Pour tous =,y € K, z x y ' € K.

Dans ce cas, (K, +, x) est un corps.
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Cela revient a vérifier que

Ve,yeK, 1peK, z+yekK, zxyeK, -—-zeK, z!'ek

W Proposition 2.17

Soit I un corps. Si K; et Ky sont deux sous-anneaux de L alors K; N Ky est un sous-anneau de L.

En fait, I'intersection quelconque (éventuellement infinie) de sous-anneaux ou de sous-corps est encore un sous-
anneau ou un sous-corps. En revanche, 'union n’est en général pas un sous-anneau ou un sous-corps.

4. Morphismes d’anneaux et morphismes de corps

Dans le cas des groupes, on a vu qu’un morphisme de groupes est une application entre deux groupes préservant
cette structure, c’est-a-dire compatible avec la loi x. Les morphismes d’anneaux et de corps obéissent & la méme
logique et sont donc compatibles avec les lois + et x.

Définition 2.18 Morphisme d’anneau et morphisme de corps

Soient (A,+, x) et (B,®,®) deux anneaux, et f: A — B. On dit que f est un morphisme d’anneauz si

(i) f(la)=1p
(i) Pour tous z,y € A, f(x+y) = f(x)® f (y).
(iii) Pour tous z,y € A, f(z xy) = f(z) @ f ().

On dira que f est un morphisme de corps si f est un morphisme d’anneaux entre A et B et si A et B sont
des corps.

& Pour parler de morphisme (d’anneaux ou de corps), comme dans le cas des groupes, on vérifiera d’abord
que f: A— B et que A et B sont bien des anneaux ou des corps.

Exemple 2.19 :
La conjugaison est un automorphisme de corps de C. En effet, C est un corps et

1=1, Va,yeC, +y=T+yY, TXY=IXy, T=au.

¢

Attention, I’application nulle n’est pas un morphisme d’anneaux (sauf si B est ’anneau nul). Par contre Id 4
est bien un endomorphisme de 'anneau A.

I N

W Proposition 2.20

Soit f un morphisme entre les anneaux (4, +, x) et (B, ®,®). Alors f est un morphisme de groupes entre les
groupes (A, +) et (B,®). De plus, si € A est inversible, alors f () est inversible dans B et

f@) ™t =f(ah).
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Démonstration : 1l est évident que f est un morphisme de groupes lorsqu’on considére A et B comme des
groupes. Soit x € A et supposons que x soit inversible (pour x). Alors on a

f@@f)=f(zxa")=f(14) =15,

donc f (z) est inversible et f (z) ' = f (z7h). O

Il n’est donc pas nécessaire de faire attention au contexte lorsqu’on parle de "morphisme" (cela dépend simple-
ment de la meilleure structure possible dont on peut munir A et B).

&La définition de noyau et d’image reste la méme pour les morphismes d’anneaux. Si f : A — B est un
morphisme d’anneaux, alors

kerf={x € A/f(x)=0p}, Imf={yeB/Fxe A, f(x)=y}

W Proposition 2.21

Soit f un morphisme entre les anneaux (A, +, X) et (B, ®,®). Alors

(i) ker f n’est pas un sous-anneau de A, sauf si B est ’anneau nul.
(ii) Im (f) est un sous-anneau de B.
(iii) f est injective si, et seulement si, ker f = {04}.

Démonstration : (i) Si B # {0}, alors f(14) = 1p # 0p donc 14 ¢ ker f. Donc ker f n’est pas un
sous-anneau de A.
(ii) Par définition, Im f C Bet 1g € Im f car f (14) = 15. De plus, pour tous y,y" € Im f, il existe z, 2’ € A
tels que f (z) =y, f (2') = ¢/, et alors

yoy =f@oef@)=Ffr-2)eclmf, yoy =[f(z)af(@@)=/F(zxa")eclnf,

donc Im f est un sous-anneau de B.
(iii) f est un morphisme d’anneaux donc f est un morphisme de groupes, cette propriété est donc évidente.

O
Et si B est un corps, est-ce que Im f est un sous-corps de B?
Proposition 2.22
Soient A, B, C trois anneaux. Soient f: A — B et g : B — C deux morphismes d’anneaux. Alors
(i) go f est un morphisme entre les anneaux A et B.
(ii) Si f est un isomorphisme, alors ! est un isomorphisme entre les anneaux B et A.
Démonstration : (i) A et C sont bien des anneaux et go f : A — C. De plus, pour tous x,2’ € 4, on a
gof(la)=g(1p)=lc,
gof@+a)=g(f@)+f@))=g(f(@)+g(f(@@)=gof(x)+gof(a),
gof(aa')=g(f(x) x f(2)=g(f(2) xg(f(@))=gof(x)xgof().

donc g o f est un morphisme de groupes.
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(ii) f~': B — A est bien deéfinie car f est bijective, et B et A sont des anneaux. De plus, on sait que f~*
est bijective, il reste donc & montrer que c’est un morphisme (d’anneaux). Puisque f(14) = 1p, on a
f~t(1p) = 14. Soient y,y’ € B. On sait qu'il existe z,z" € A tels que f (z) =y, f (2/) =/, et alors

flata)=f@+f@)=y+y, [T+ W)=+ =" y+Yy),
et
flad)y=f@) xf@) =y, fT@)xf@)=a'=f"y),

donc f~! est un isomorphisme d’anneaux.
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A connaitre a la fin du chapitre

Groupes

Connaitre les bases de groupes : régles de calcul, groupes de référence.

Faire attention & la commutativité.

Savoir montrer qu'un ensemble est un sous-groupe d’un groupe connu.

Savoir montrer qu'une application est un morphisme de groupes, et déterminer son noyau ou son image.

Anneaux

Connaitre les bases des anneaux et des corps : régles de calcul, anneaux et corps de référence.
)

Faire attention a l'inversibilité.

Savoir montrer qu’un ensemble est un sous-anneau d’un anneau connu.

Savoir montrer qu’une application est un morphisme d’anneaux.

Pour aller plus loin

e Espace vectoriel.
e Anneau des matrices.
e Groupe Z/nZ.

La théorie des groupes est encore un domaine trés actif de recherche en mathématiques. Il existe de nombreux
types de groupes (groupes de Lie, groupes de Galois, groupes quotients, etc.) qui sont tous trés loin de notre
niveau actuel.
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CHAPITRE 2

ENSEMBLES ORDONNES

Ce chapitre, bien que relativement abstrait au début, permet de construire les ensembles de nombres bien connus,
de N 4 R en passant par Z et Q. Leur structure repose de maniére fondamentale sur la notion d’ensemble ordonné.
Cela nous permettra également de déduire les premiéres propriétés importantes de ces ensembles de nombres.

I Relation d’ordre

1. Généralités

WDéﬁnition 1.1

Soit E un ensemble. Une relation binaire, ou relation est un sous-ensemble R C E x E. Pour (x,y) € E?, on
écrira xRy lorsque (z,y) € R et Ry sinon.

Une définition équivalente est de voir une relation R comme une proposition P (x,y) dépendant de deux variables
x,y € E; on note alors 2Ry si P (x,y) est vraie.

Dans la suite, on oubliera la notion de sous-ensemble de E? pour se concentrer exclusivement sur la notation
TRy.

I N

Définition 1.2 Types de relations

On dit qu’une relation binaire R est

réflexive si pour tout z € F,2Rx.

transitive si pour tous z,y,z € E, (zRy et yRz) = (zRz).
symétrique si pour tous =,y € E, (tRy) = (yRz).
antisymétrique si pour tous x,y € E, (zRy et yRz) = (x = y).

Exemple 1.3 :
Considérons F = R et la relation d’inégalité R =” < 7. Soient z,y, z € R. Alors

e R est réflexive, car z < x.
e R est transitive, car si z < y et y < z, alors il est clair que = < z.
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e R est antisymétrique, car si x <y et y < x, alors x = y.

¢
Exemple 1.4 :
Considérons F = R et la relation 2Ry <= y = x + 1. Soient z,y, z € R. Alors
e R n’est pas réflexive, car x # = + 1.
e R n’est pas transitive, carsiy =z +1et z =y + 1, alors z # = + 1.
e R n’est pas symétrique, car il est impossible que Ry et yRx (R est donc par contre antisymétrique).
¢
Exercice 1.5 :
Montrer que si R est une relation symétrique et antisymétrique, alors
V(z,y) € B> 2Ry =z =y.
Quelles sont les relations vérifiant cette propriété ? &

2. Relation d’ordre

s N

Définition 1.6 Ordre

Soit £ un ensemble. Une relation binaire R est appelée relation d’ordre, ou ordre, si elle est réflexive, transitive
et antisymétrique.

Un ensemble ordonné est un couple (E, <) ot E est un ensemble et < un ordre sur E.

\ J

Dans la suite, pour plus de commodité, on notera les ordres abstraits < au lieu de R.

Exemple 1.7 (Relations d’ordre fondamentales) :

e L’ordre usuel < sur N,Z, R.
e L’inclusion C sur & (E).
e La divisibilité | sur N, ou, pour tous p,q € N,
pl¢g <= Jk e N,pk =q.
Montrons que (& (E), C) est un ensemble ordonné. Soient A, B,C € & (E). Alors

e C est réflexive, car A C A.
e C est transitive, car si A C B et B C C, alors que A C C.
e C est antisymétrique, car si A C B et B C A, alors A = B.

Pour tout ensemble ordonné (E, <), on peut définir ’ordre strict par la relation
Ve,ye E, <y < x=3yetz#y,
et lordre inverse par la relation

Ve,yec E, zry << y3x.

&Au sens de la définition 1.6, = est une relation d’ordre, mais < n’est pas réflexif.
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2.1. Ordre total

I N

Définition 1.8 Eléments comparables

Soit (E, =) un ensemble ordonné. Soit z,y € E. On dit que z et y sont comparables si soit x < y, soit y < x.

J

Définition 1.9 Ordre total

Soit (F, <) un ensemble ordonné. On dit que 'ordre =< est total si tous les éléments de E sont deux & deux
comparables. On dit alors que (E, =) est totalement ordonné. Si ce n’est pas le cas, on dit que < est partiel
et que (E, <) est partiellement ordonné.

Exemple 1.10 :

e (R, <) est un ensemble totalement ordonné.
e (N,]|) est partiellement ordonné, car 2 et 3 ne sont pas comparables.
e (Z(R),Q) est partiellement ordonné, {x} et {y} n’étant pas comparables dés que z # y.

¢

Exercice 1.11 :
Soit £ = F(R,R) et, Vf,g € E, on définit f < g <= Vz € R, f(z) < g(x). Montrer que < est un ordre sur
E. Est-il total ? &

Exemple 1.12 (Ordres sur R?) :
On définit ordre produit sur R? comme la relation binaire :

r1 <1
T1,T9) X , <=
( 1 2) P (yl y2) { 22 < Yo

On définit ordre lexicographique sur R? comme la relation binaire :

T <Y1

T1,T j ’
( 1 2) L (yl y2) xr1 = yl et T2 S y2'

L’ordre produit est partiel, car (0,1) et (1,0) ne sont pas comparables. L’ordre lexicographique est total, mais
impose de "donner plus d’importance” & une coordonnée spécifique (ici, la premiére coordonnée) : il s’agit de
l'ordre du dictionnaire. &

2.2. Sous-ensembles d’un ensemble ordonné

Dans toute cette section, on considére (F, <) un ensemble ordonné et A C E.

I N

Définition 1.13 Majorant et minorant

Soit m € E. On dit que m est un majorant de A si, pour tout x € A, x < m. On dit que m est un minorant
de A si, pour tout € A, m =< x. On note respectivement Majo (4) et Mino (A) les ensembles de majorants
et de minorants de A.

A est dite majorée (dans F) si elle posséde (au moins) un majorant, minorée si elle posséde un minorant, et
bornée si elle posséde un minorant et un majorant.
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Ces définitions coincident avec les notions usuelles de majoration et de minoration sur R. Notons qu’un majorant
ou un minorant doivent étre comparables a tous les éléments de A.

Exemple 1.14 :
On considére I'ensemble ordonné (R, <) et A =]2, 3]. Alors Mino (A) =] — 00, 2] et Majo (A) = [3, +0o0]. &

WDéﬁnition 1.15 Mazimum et minimum

On appelle mazimum (ou plus grand élément) de A tout élément m de A tel que, pour tout z € A,z < m.
On appelle minimum (ou plus petit élément) de A tout élément m de A tel que, pour tout = € A,m < z.

On notera qu’un maximum ' (resp. minimum) de A est un majorant (resp. minorant) de A qui appartient & A.

Proposition 1.16 Unicité du mazimum et du minimum

(i) Si A admet un maximum, alors il est unique; on le note alors max (A).
(ii) Si A admet un minimum, alors il est unique; on le note alors min (A4).

Démonstration : Supposons que A admette au moins un maximum. Soient m et m’ deux maxima de A. On
am € Aetm' € Majo(A), donc m < m’. Par symétrie des hypothéses, m’ < m et donc, par antisymétrie de
la relation d’ordre, m = m/. La démonstration de (4i) est identique. O

Exemple 1.17 :

Dans le cadre de ’exemple précédent, il est clair que max A = 3. Supposons que A admette un minimum qu’on
note min A = a. Alors a > 2 et, pour tout € €]0,a — 2[,2 < a —e < a donc a — ¢ € A, ce qui est impossible.
Donc A n’admet pas de minimum &

Exemple 1.18 :
Soit E un ensemble a quatre éléments distincts tel que E = {a,b,c,d}, et considérons ’ensemble ordonné

(Z(E),C) et A= {{a,b},{b},{a,c}}. Alors

o Mino (A) = {0}.
e Majo (A) = {{a,b,c},{a.b,c,d}}.

A est donc bornée, mais ne posséde ni minimum ni maximum. &

Définition 1.19

On dit que A admet une borne supérieure (dans E) si Majo (A) admet un minimum. Dans ce cas, cet élément
est appelé borne supérieure de A et est noté sup (A). On dit que A admet une borne inférieure (dans F) si
Mino (A) admet un maximum. Dans ce cas, cet élément est appelé borne inférieure de A et est noté inf (A).

Sous réserve d’existence, on peut donc écrire
sup (A) = min (Majo (4)) = min{m € E|Vz € A,z < m},
inf (A) = max (Mino (4)) = max {m € E|Vx € A,m < x}.

On en déduit immédiatement 'unicité de la borne inférieure et la borne supérieure (si elles existent).

Exemple 1.20 :
Dans le cadre de I'exemple précédent, on a vu que A n’admettait pas de minimum. En revanche, il admet
une borne inférieure et inf (A) = 2. En effet, il est clair que 2 € Mino (A). De plus, supposons qu’il existe

1. Le pluriel de mazimum est mazima (on emploie souvent, & tort, mazimums). Idem pour minimum.
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m € Mino (A) tel que m > 2. Alors m € A, ce qui est impossible car on a vu que B N Mino (A) = @ (ce qui est
équivalent & dire que B ne posséde pas de minimum). Donc inf (A) = max (Mino (A)) = 2. O

On retiendra qu’un ensemble n’a pas forcément de maximum ou de minimum, de borne supérieure ou de borne
inférieure.

Proposition 1.21 Cas d’égalité

(i) Si A admet un maximum, alors A admet une borne supérieure et sup A = max A.
(ii) Si A admet un minimum, alors A admet une borne inférieure et sup A = max A.

Démonstration : On traite juste (¢). Pour tout m € Majo(A), max A < m car maxA € A et max A €
Majo (A). Donc max A = min Majo (4) = sup A. O

Proposition 1.22 Cas des ensembles inclus

Soit B C E tel que A C B. Sous réserve d’existence, on a

(i) max A < max B.
(ii) min B < min A.
(iii) sup A < sup B.

(iv) inf B < inf A.

\ J

111

Démonstration : Démontrons (7). Par définition, max A € A C B et donc max A < max B. La démons-
tration de (ii) est similaire pour les minima. Pour (i), on notera que Majo (B) C Majo(A) et que sup A =
min Majo (A) , sup B = min Majo (B) et (iv) se traite de la méme fagon. O

2.3. Applications monotones

I N

Définition 1.23

Soit (A, <4) et (B, =<p) deux ensembles ordonnés et une application f : A — B. On dit que

f est croissante si Va,a’ € A,a 24 d = f(a) =p f(d').
(

f est strictement croissante si Va,a' € A,a <4 a' = f(a) <p f(d').

f est décroissante si Va,a' € A,a <4 d = f(a') <p f(a).

[ est strictement décroissante si Va,a' € A,a <4 d' = f(d') <p f(a).

f est monotone (resp. strictement monotone) si f est croissante ou décroissante (resp. strictement
croissante ou strictement décroissante).

Exercice 1.24 :
Soit E un ensemble et P = {A € & (E) /|A| < +oo}. Montrer que 'application

f+ P - N
A — 4]
est croissante. Est-elle strictement croissante ? &

3. Relation d’équivalence
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Définition 1.25 Relation d’équivalence

Une relation binaire R est appelée relation d’équivalence si elle est réflexive, transitive et symétrique.

Exemple 1.26 :

e Sur E =R, définissons Ry < cos (x) = cos (y). La relation R est une relation d’équivalence.
e Sur F = 7Z, définissons nRm < n — m est pair. La relation R est une relation d’équivalence.

II Entiers naturels, principe de récurrence

1. Ensemble des entiers naturels

Définition/Théoréme 2.1 Ensemble N - Admis

Il existe un ensemble N, appelé ensemble des entiers naturels, tel que

N est non-vide et muni d’une relation d’ordre <.

N n’est pas majoré.

Toute partie non-vide de N admet un minimum.

Toute partie non-vide et majorée de N admet un maximum.

On munit N des opérations + et X, telles que

e + et X sont compatibles avec < :

p<q = p+n<qg+tn
vn.p.q €N, {0<p,0<q = 0<pq

+ et X sont associatives, commutatives, et x est distributive par rapport & +.
+ admet un élément neutre, noté 0.

Pour tous n,p,g e N,(z+n=y+n) = (x =y).

X admet un élément neutre, noté 1.

Pour tous n,p,g e N,(z xn=yxnetn#0)= (x=y).

Dans la suite, on pourra donc manipuler les entiers de N comme on en avait I’habitude. On notera, pour p,q € N,

{keN/p<k<gq} sip<g

[[WJ]]={@ ip>g

W Corollaire 2.2

(N, <) est totalement ordonné, et N n’admet pas de maximum.

Démonstration : Soient p,q € N. Alors {p, ¢} est minorée et admet donc un minimum, par exemple p. Alors

p<gq.

N n’étant pas majoré, il n’admet pas de maximum.
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II. ENTIERS NATURELS, PRINCIPE DE RECURRENCE

2. Principe de récurrence
2.1. Récurrence simple

On rappelle qu’un prédicat P sur N est une proposition P (n) dépendant de l’entier n € N.

Théoréme 2.3 Récurrence

Soit P un prédicat sur N. On a alors équivalence entre

(i) Yn € N, P (n).
(i) P(0) et Yn e N,P(n) = P(n+1).

Démonstration : | (i) = (i¢) | Supposons que P (n) pour tout n € N. Alors en particulier P (0). De plus, pour
tout n € N, ona P(n)et P(n+1),donc P(n) = P(n+1).

(¢) = (4) | Supposons que P (0) et Vn € N, P (n) = P (n+ 1). Notons
A={neN/-P(n)}
et supposons par absurde que 4 # 0. Alors A admet un minimum noté min A = ng. Puisque P (0),n¢ > 0. Par
définition du minimum, ng—1 ¢ A donc P (ng — 1). Par hypothése, il s’en suit que P (ng), ce qui est impossible.
Donc A = (), ce qui entraine (i). O
Pour rappel, une preuve par récurrence nécessite quatre étapes.

1. Introduction. On énonce clairement quelle propriété P (n) on souhaite démontrer par récurrence (et le
type de récurrence).

2. Initialisation. On démontre P (0).

3. Hérédité. On suppose P (n) pour un certain rang n € N et on montre P (n + 1).

4. Conclusion. On annonce que le raisonnement est terminé et qu’on a démontré P (n) pour tout n € N.

Exemple 2.4 :
Montrons par récurrence simple que, pour tout n € N, on a

P(n): En:/c "H)

=0
Initialisation | On a
0
0x1
k:O:
2 b
k=0

donc la propriété est vraie au rang 0.

Soit n € N et supposons que la propriété est vraie au rang n. Alors

n+1

(n+ 1) (n+2)
—

La propriété est donc vraie au rang n + 1.
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Conclusion | On a donc démontré par récurrence que

" n(n+1)
YneN,» k=——7—=.
A

2.2. Autres types de récurrence

Dans toute cette partie, on considére P un prédicat sur N et ng € N. Etudions quelques corollaires du principe
de récurrence simple.

Corollaire 2.5 Récurrence "retardée”

On a équivalence entre

(i) Yn > ng, P (n).
(ii) P (no) et Vn > ng, P(n) = P(n+1).

Démonstration : Le résultat étant évident si ng = 0, on suppose ng > 0. On applique alors le théoréme de
récurrence simple & la propriété

Q(n): P(n-+mng).
Variante : on 'applique & la propriété

Q(n): n<mnyouP(n).

Exercice 2.6 :
Montrer que pour tout entier n > 6,6n + 7 < 2", &

Parfois, on a besoin de supposer un peu plus que P (n) pour démontrer la propriété au rang suivant. C’est par
exemple le cas lorsqu’on a une relation entre P (n), P (n+ 1) et P (n+ 2).

Corollaire 2.7 Récurrence double

On a équivalence entre

(i) Yn > ng, P (n).
(ii)) P(no),P(no+1) et Vn>ng,(P(n) et P(n+1))=P(n+2).

Démonstration : On applique le théoréme de récurrence (simple ou "retardée") a la propriété

Qn): Pm)etP(n+1).

Exemple 2.8 :
Soit (uy,) la suite définie par

ug = u1 = 3, Un+2 = Unt1 + 2uy,.
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Montrons par récurrence double que, pour tout n € N, u,, = 2" + (=1)".

On a
w=3=2'-1, wu =3=2%2-1.
donc la propriété est vraie au rangs 0 et 1.
Soit n € N et supposons que la propriété est vraie au rangs n et n + 1. Alors

Upt2 = Upp1 + 2Uy = 2" t? + (_1)’ﬂ+1 +2 (2n+1 + (_l)n)
= 9nF2 4 ont2 | (L) = 23 ()2

La propriété est donc vraie au rang n + 2.

On a donc démontré par récurrence que Vn € N, u,, = 2" 4+ (=1)". &

On peut généraliser ce principe & des récurrences d’ordre p > 1.

Corollaire 2.9 Récurrence d’ordre k

Soit p € N*. On a équivalence entre

(i) Vn > ng, P (n).
(ii) Yk € [no,no +p —1], P (k) et ¥n > ng, (Vk € [0,p — 1], P (n+ k)) = P (n + p).

On notera que linitialisation d’une récurrence double comporte deux étapes : la vérification de P (ng) et celle
de P (ng + 1). Plus généralement, l'initialisation d’une récurrence d’ordre p comporte p étapes.

Corollaire 2.10 Récurrence forte

On a équivalence entre

(i) Vn > ng, P (n).
(ii) P (ng) et Vn > ng, (Vk € [no,n], P (k)) = P (n+1).

Démonstration : On applique le théoréme de récurrence & la propriété

Q(n): Vke€ [no,n],P(k).

O
Exercice 2.11 :
Soit (u,) la suite définie par
n
up € R, VneNu,41 = Zuk.
k=0
Montrer que, pour tout n € N*, u,, = 2" Lu,. o
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Corollaire 2.12 Récurrence finie et récurrence descendante

Soit n1 > ng. On a équivalence entre

(i) Vn € [ng,n1], P (n).
(i) P(no) et Vn € [ng,n1 — 1], P (n)

P =
(iii) P (nq1) et ¥n € [no +1,11], P (n) =

Démonstration : Il est clair que (i) = (i) et (i) = (4i7). Pour démontrer (i) = (4), on applique le théoréme
de récurrence simple a la propriété

Q(n): P(n) oun<mngoun>n;.
Pour démontrer (ii4) = (i), on applique le théoréme de récurrence finie & la propriété
Q(n): P(ni—n).
O

& Une récurrence permet de prouver un résultat proposé dans I’énoncé ("Montrer que..."), mais ne permet
pas de ’établir si I’on n’a aucune idée a priori ("Calculer...").

IIT Entiers relatifs, nombres rationnels

1. Anneau des entiers relatifs

Définition/Théoréme 3.1 Ensemble Z - Admis

Il existe un anneau (Z, +, X ), appelé ensemble des entiers relatifs, tel que

e N est inclus dans Z.
e 7 est commutatif et intégre.
e Les lois + et x prolongent celles de N.

On munit Z d’une relation d’ordre < prolongeant celle de N et telle que

e + et X sont compatibles avec < :

p<q = p+n<g+n
vn.pq €z, {OSP,OSq = 0<pq

e Pourtousn € N;p,g € Z,(p < q) = (np < ng).
e N={z€Z/0<z}etZ=NU{-n/neN} =NU{z€Z/z<0}.

Dans la suite, on pourra maintenant manipuler les entiers positifs ou négatifs comme on en a ’habitude. On en
profite pour étendre la notation [p, q] au cas ou p,q € Z.

Théoréme 3.2 Mazimum et minimum dans Z

(i) Toute partie non-vide et minorée de Z admet un minimum.
(ii) Toute partie non-vide et majorée de Z admet un maximum.
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Démonstration : Soit A C Z, qu’on suppose non-vide et minorée. Soit m € Mino (A4) et considérons A" =
{z —m/z € A}. Alors, il est clair que A" C N et A’ est non-vide, donc admet un minimum a’. Alors @’ +m €
AN Mino (A) donc min A = a’ +m. D’ou (4).

Supposons A C Z non-vide et minorée. On définit cette fois-ci A" = {—z/2z € A}. Alors A’ est une partie
non-vide et minorée de Z, donc min A" = a’. On peut alors vérifier que max A = —a’, d’ou (i4). O

Corollaire 3.3

(Z, <) est totalement ordonné.

Démonstration : Soient p,q € Z. On distingue trois cas :

e sip,g €N, pet g sont comparables car (N, <) est totalement ordonné.
e sip<0,q<0alors {p,q} est une partie non-vide et majorée de Z, et admet donc un maximum.
e si p <0 < g, alors par transitivité p < ¢ (le cas ¢ < 0 < p étant traité de maniére identique).

Théoréme 3.4 Caractérisation des ensembles finis de Z

Soit, A une partie non-vide de Z. Alors

|A] < 400 <= A est bornée.

&La notation |A| < 400 ou #A < 400 est un abus de notation signifiant "A est un ensemble fini".

Démonstration : Notons n = |A|. Alors A = {z1,...2,} et, puisque Z est totalement ordonné, on peut
supposer que
21 < 2o < < Zp.

Alors min A = z1, max A = z, donc A est minorée et majorée (donc bornée).

Soit (a,b) € Mino (4) x Majo (A). Donc tout z € A vérifie a < z < b, donc z € [a,b], donc A C [a,b]. Par
croissance de A — |A|, il s’en suit que

|A| <a—b+1 < 4o0.

2. Corps des nombres rationnels

Définition 3.5 Ensemble Q

On appelle ensemble des nombres rationnels 'ensemble

@Z{z,(p,q)erN*}.
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On munit Q des lois + et x usuelles et de la relation d’ordre < qui prolongent celles de Z, ou

p p
V(p1,q1),(p2,q2) € Z x N*, qfl < qj < p1g2 < P2q1.
1 2

Théoréme 3.6 Structure de Q - Admis

(Q, +, x) est un corps commutatif et (Q, <) est totalement ordonné.

IV Nombres réels

1. Corps des nombres réels

WDéﬁnition/Théoréme 4.1 Ensemble R - Admis

Il existe un corps commutatif (R, +, X), appelé ensemble des nombres réels, tel que

e Q est inclus dans R.
e Les lois + et x prolongent celles de Q.

On munit R d’une relation d’ordre < prolongeant celle de Q et telle que

e + et X sont compatibles avec <.
e (R, <) vérifie la propriété de la borne supérieure : toute partie non-vide et majorée de R admet une
borne supérieure.

On appelle nombre irrationnel tout élément de R\ Q.

On notera que (Q, <) ne vérifie pas ce théoréme de la borne supérieure. En effet, {x € Q/2* < 2} n’admet pas
de borne supérieure (dans Q).

2. Borne supérieure et borne supérieure dans R

Pour rappel, si (F, <) est un ensemble ordonné et A C F, alors la borne supérieure de A est le minimum des
majorants de A et on a

sup (A) = min (Majo (4)) = min{m € E/Vz € A,z < m}.
De méme, sous réserve d’existence,

inf (A) = max (Mino (A)) = max{m € E/Vz € A,z = m}.

Enfin, on rappelle que R vérifie le théoréme suivant.

WThéoréme 4.2 Propriété de la borne supérieure

Toute partie non-vide et majorée de R admet une borne supérieure.
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WCorollaire 4.3 Propriété de la borne inférieure

Toute partie non-vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Démonstration : Soit A C R une partie non-vide admettant un minorant m € Mino (A). Considérons A’ =
{—z € R/x € A}. Alors A’ est non-vide et majorée par —m, elle admet donc une borne supérieure. Notons
a' = sup A’ et montrons que a = —a’ est la borne supérieure de A. Pour tout x € A, puisque a’ = sup A’, on a

—x<d, z>-d=a

donc a € Mino (A). Maintenant, pour tout m € Mino (A), —m € Majo (A")

—mZa/, m < a.

Donc a = max Mino (4) = inf (A). O

Proposition 4.4 Caractérisation

Soit A une partie non-vide et majorée de R. On a alors équivalence entre :

(i) M =sup(A).
(ii) M majore A et

Ve>0,dr € AM—-—ec<xz<M.

& On notera que l'inégalité stricte M —e < x peut-étre changée en inégalité large sans probléme. En revanche,
il n’est pas question de transformer < M en x < M. Pour s’en convaincre, considérer A = {1,2} et £ = 1/2.

Démonstration : | (i) = (ii) | Par définition, M € Majo (A4). D’autre part, soit € > 0. Alors M —e < M donc
M — e n’est pas un majorant de A. Autrement dit, il existe x € A tel que M —e <z et x < M.

(#7) = (i) | Soit M’ € Majo (A). Supposons par ’absurde que M’ < M et notons ¢ = M — M’. On peut donc
trouver z € A tel que

M =M-ec<2z<M,

ce qui est impossible. Donc M < M’ et M = min (Magjo (A)) = sup (A). O

Proposition 4.5 Caractérisation

Soit A une partie non-vide et minorée de R. On a alors équivalence entre :

(i) m =inf (A).

(if) m minore A et

Ve >0,dr e Am<x<m-+te.
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Démonstration : On applique la propriété précédente a {—z/x € A}. O

Ces caractérisations de la borne supérieure et de la borne supérieure sont fondamentales. On verra la caracté-
risation séquentielle au prochain chapitre.

3. Valeur absolue

Définition 4.6 Valeur absolue

Soit « € R. On appelle valeur absolue de x le nombre réel positif max{—x, z}.

Proposition 4.7

Soient x,y € R. Alors

Proposition 4.8 Inégalité triangulaire

Soient x,y, z € R. Alors

() |z 4+ y| < |z| + |y| avec égalité si, et seulement si, z et y ont méme signe.
(ii) |z —y| <]z —z|+ |z — y| avec égalité ssi, z < z <youy < z < x.

Démonstration : On a

x4y = (z+y)® =2+ + 22y = [z + |y|* + 22y (car 2% = |2|?)
2
<2+ [yI* + 2lzy| = |2* + |yI* + 2lz|ly| = (=] + |y])

Par croissance de la fonction z + /x sur R, on conclut & 'inégalité (i). En reprenant le calcul précédent, on
voit que l'inégalité se transforme en égalité dés que xy = |zy|, c’est-a-dire xy > 0, ou encore z et y ont méme
signe.

11 suffit d’appliquer 'inégalité (i) & © — z et z — y. O

Il convient d’interpréter cette inégalité géométriquement : le plus court chemin pour aller de = & y est en ligne
droite, et non en faisant un détour par z.

Corollaire 4.9
Soient z,y € R. Alors

() [2] ~y] < |z — o]
(i) [lal ~ Jol] < I+ -
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Démonstration : On applique l'inégalité (i) du théoréme précédent a x — y et y.

(#i) | On applique 'inégalité (i) & = et —y. Alors
2] =yl = [z] = | —y[ < [z +y.

Par symétrie des hypothéses, on a aussi |y| — |z| < |z + y| et on en déduit (77). O

4. Partie entiére

Définition/Proposition 4.10 Partie entiére

Soit x € R. 1l existe un unique E (z) € Z tel que

E@)<z<E(z)+1.

Cet entier relatif E (x) est appelé partie entiére de x.

D’autres notations usuelles pour la partie entiére : [x] ou |z].

Démonstration : Considérons A = {n € Z/n < z}. Alors A est une partie non-vide et majorée de Z, et
admet donc un maximum, qu’on note naturellement F (x). Par définition, F () +1 ¢ A et donc

E(z) <A< E(xz)+1.

& On notera que E (z) est 'entier immédiatement inférieur & z. Donc

E(3,1)=3, E(-3,1)=—4.

@
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Proposition 4.11

(i) FE est croissante sur R.
(ii) Pour tout z € R, F (x) = max{n € Z/n < z}.
(iii) Pour tousz e Ret n e N,E (n+z) =n+ E (z).

Démonstration : Soient x,y € R tels que < y. Alors E (z) < x < y et, puisque E (y) ={n € Z/n <
yh E(z) < E(y).

(#4) | Déja vu dans la preuve de existence et de 'unicité de F (z).

(#it) |Ona E(r) <z < E(z)+1doncn+ E(x) <n+z <n+ E(x)+ 1. On en déduit que E (n+z) =
n+ F (z). O

Exemple 4.12 :
Montrons que, pour tous x,y € R,

E(@)+E(y) < E(r+y) < E(@) + E(y) + 1.

|E(@)+E(y) <E(x+y)|E(@) <a,BE(y) <ydonc E(z) + E(y) <z +y donc E (z) + E(y) < E(z +y).

‘E(m—&-y)SE(a@)—&-E(y)—i-l‘Ona

E(x+y) =E(E(@)+E(y)+(@@—-E@)+(@y—Ey))
=E(x)+E(y)+E((z—-E()+(@y—E{y))
<E()+E(y)+1

car (x — E (2))+ (y — E (y)) < 2. ¢
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5. Intervalles

WDéﬁnition 4.13 Ensemble R

On appelle droite numérique achevée I'ensemble R = RU {—00,+00}, oil +00 et —oc sont deux symboles,
non-réels, tels que maxR = +00 et min R = —oco. On note alors

Vz €R,—00 <z < +00, R =][-00,+00].
On munit R de + et x qui sont commutatives et prolongent I’addition et la multiplication sur R de maniére
usuelle (lorsqu’on calcule les limites) avec les trois formes indéterminées suivantes :

(+00) + (—o0), (+00) x 0, (—o0) x 0.

On munit enfin R d’un ordre (total) < qui prolonge celui de R.

Introduire la droite numérique achevée permettra de parler plus tard de limites dans R, c’est-a-dire de limites
finies ou infinies.

WDéﬁnition/Proposition 4.14 Intervalles - Admis

Soit I C R. On dit que I est un intervalle de R si, pour tous z,y € I tels que < y,[z,y] € I. I est un
intervalle si, et seulement si, il existe a,b € R tels que

a,b] ={reR/a<z<b}
a,b] ={r€R/a<z<b}
a,b] ={reR/a<z<b} ’
a,b| ={reR/a<z<b}

|
=1
]

Les intervalles de R sont définis de la méme maniére, en excluant les cas [—oo, b], [—00, b[, [a, +00] et ]a, +00]

J

6. Densité

Définition 4.15 Densité
Soit A C R. On dit que A est dense dans R si,

Ve,ye Rox<y,Ja€ Az <a<y.

Proposition 4.16
Q et R\ Q sont denses dans R.

Démonstration : Soient z,y € R,z < y.

Densité de Q| Idée : prendre ¢ suffisamment grand tel que ¢ (y — x) > 1. L’intervalle |gx, qy[ étant de longueur

plus grande que 1, on pourra y trouver un entier relatif p, et donc pg~" €], y[. Posons donc ¢ = E ((y — x)_l) +
1. Alors

1
—<q, qy>qr+1.
y—
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Posons p = E (¢qz) + 1. On a premiérement
p>qr, b > x.
q
Deuxiémement, on a
p
p<qr+1<gqy, 6<y

et donc pg~ ! €]z, yl.

Densité de R\ Q ‘ Q étant dense dans R, il existe a,b € Q tels que x < a < b < y. Posons

b—a

V2

Alors a < r < b, car /2 > 1, et r est irrationnel. En effet, sinon on aurait

r=a-+

b_
2= ae@
—a

r

ce qui est impossible. Donc r € R\ Q qui est dense dans R.
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CHAPITRE 4

ARITHMETIQUE DES ENTIERS

La principale application de ce chapitre est la cryptographie. En effet, les idées de base du chiffrement RSA
reposent sur 'arithmétique modulaire, les nombres premiers, I’algorithme d’Euclide et le théoréme de Bézout. Les
résultats obtenus dans ce chapitre permettent également de résoudre certains types d’équations diophantiennes,
et de comprendre les mécaniques de bases gouvernant les anneaux factoriels ou euclidiens. '

Avant toute chose, il est nécessaire de convenir d’une facon d’écrire les entiers.

Définition/Proposition 0.1 Ecriture en base b - Admis

Soit b > 2. Pour tout entier n € N*, 3lr € N, 3! (ap, ..., a,) € [0,b —1]",

r
n:Zakpk7 a’T#O'
k=0

Cette décomposition est appelée écriture en base b de n et on note

n:ar...aoboun:ar...aob

La base 10, ou écriture décimale, est la base que nous utilisons habituellement pour nos calculs. Un ordinateur,
suivant les besoins, utilisera la base 2, ou binaire, ou la base 16, ou hexadécimale. Lorsque b > 10, on utilise les
lettres pour remplacer les chiffres manquants aprés le 9 (A =10, B = 11,...).

Sauf indication contraire, la base utilisée dans ce cours sera la base décimale.

Exemple 0.2 :
Considérons n = 61. Alors n =32+ 16+8+4+1et n=3 x 16+ 13 x 1, donc

61,, = 111101, = 3D,,.

1. Notions évidemment largement hors-programme en classe préparatoire.
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CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE DES ENTIERS
I Divisibilité

1. Congruence

Définition 1.1 Multiple et diviseur
Soient a,b € Z. On dit que a divise b si

JkeZ, ak=b

Dans ce cas, on note a|b et on dit que b est un multiple de a, ou que a est un diviseur de b. On note I’ensemble
des multiples de a

aZ ={z € Z/alz} = {na € Z/n € Z}.

Exemple 1.2 :
3 est un diviseur de —12 car 3 x (—4) = —12. O

Proposition 1.3

(i) La relation | est réflexive et transitive sur Z.
(ii) VYa,b e Z,

alb <= a|(-b) <= (—a)|b.
(iii) Va € Z,1]a, ala, a|0.
(iv) Va € Z,0la < a =0.
(v) Ya,b,n € Z,
(n|a et nb) <= (Yu,v € Z,n| (au + bv)).
(vi) Ya,b € Z,
alb < bZ C aZ.
(vii) Va,b € Z,
(alb et bla) < a = %b.

(viil) Va,b €N,

alb=a <b.

On notera que le point (4¢) nous assure que le signe d’un nombre n’influe pas dans la relation de divisibilité. Cela
nous permet de nous ramener la plupart du temps au cadre des entiers naturels. On pourra alors remarquer
que, d’aprés (i) et (vii), la relation | restreinte a N est un ordre, comme on I’a déja vu au chapitre 2.

Démonstration : Les point (i), (i), (i4i) , (¢v) sont évidents car, pour tous a,b € Z,

1xa=a, bx0=0.

La réciproque est claire en choisissant (u,v) = (1,0) et (0,1), et

(nla et n|b) = 3Ip,q €Z, np=a,ng=">
= 3p,q € Z,Yu,v €Z n(pu+qu) =au+bv
= n| (au + bv)
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L’implication est claire par transitivité de la relation |. La réciproque est évidente en remarquant que
b e bZ.

On se contente de montrer 'implication, la réciproque est évidente. Si que a|b et b|a, alors il existe p,q € Z
tels que ap = b et bg = a. Donc apg = a et a(pg—1) = 0. Si a = 0, alors b = 0 d’aprés (é4). Sinon, pg —1 =0
(car Z est intégre) et par suite ¢ = +1 (car les inversibles de Z sont 1 et —1). Dans tous les cas, a = ¢b = +b. 0O

Définition 1.4 Congruence

Soient n € N* et a,b € Z. On dit que a est congru & b modulo n, si n| (b — a). On note alors

a=b[n] oua=b (modn).

En pratique, on utilisera souvent le critére suivant :
a=bn] < JkecZ, a=b+nk.

Exemple 1.5 :

Soient a,b € Z. Remarquons que

a=b 2] < Fk€Z,a=b+2k < a et bsont de méme parité.

¢
Exemple 1.6 :
Si n = 3, remarquons que 17 =2 [3] car 3| (17 —2), ou car 17 =2+ 3 x 5.
Si n = 10, remarquons que 17 =7 [10]. &

On tire de cet exemple deux remarques :

e La congruence dépend bien entendu du modulo.
e Un nombre est congru modulo 10 & son dernier chiffre (en base 10).

Proposition 1.7
Soit n € N* fixé. Alors

(i) La relation = est une relation d’équivalence sur Z.
(ii) Va € Z,a=0 [n] <= nla <= a €nZ.
(iii) Va,b,c,d € Z,

a+c=b+d [n]
(a=bnjetc=d n))=<{ a—c=b—-d [n]
ac = bd [n]

(iv) Va,b € Z,

Démonstration : Soient a,b,c € Z tels que a = b [n] et b = ¢ [n]. Alors n|0 = a — a donc a = a [n],

donc = est réflexive. De plus, n| (e — b) donc b = a [n], donc = est symétrique. Enfin,

Ik, k' €Z, a=b+knb=c+k'n,
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donc a = ¢+ (k+k')n donc a = ¢ [n], donc = est transitive. Il s’agit donc bien dune relation d’équivalence
sur Z.

Evident par définition.
(i74) | Soient a,b,c,d € Z tels que a = b [n],c=d [n]. Alors il existe k, k' € Z tels que a = b+ kn,c = d + k'n.
Alors
atc=b+d+ (k+k)n,ac=bd+ (kd +k'b+ kk')n,
et donc a+c=b+d [n],ac=bd [n].

La réciproque est évidemment vraie en prenant k = 1. Pour I'implication, soient a,b € Z tels que a = b [n]

et k € N. Alors, en utilisant & fois (¢44) (& écrire proprement a I’aide d’une récurrence), on obtient

k k
Hasz [n], oa*=b" [n].

O

& On a vu au point (4i7) que la relation de congruence modulo n était compatible avec 1’addition et la

multiplication, c’est-a-dire qu’elle se comporte bien avec 4+, —, X. En revanche, on ne peut pas diviser dans une

relation de congruence en général. En effet, si pa = pb [n] alors il existe k € Z tel que pa = pb + kn. On a

a = b+ —n, et il faudrait s’assurer que p est un diviseur de k, ce qui n’est en général pas possible. On verra &
p

la fin du cours qu’il suffit en quelque sorte de s’assurer que p ne divise pas n. >

W Corollaire 1.8

Soient a € Z et n € N*. Alors a™ est pair si, et seulement si, a est pair.

Démonstration : Il est clair que

a=012]=a"=01[2], a=1_2]=a"=1 [2].

Exemple 1.9 :
Montrons qu’un nombre est divisible par 3 si, et seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 3. Soit
n € N. Alors il existe r € N, ag, ..., a, € [0,9],

s
n=ap...00,,= E akl()k,
k=0

c’est 1’écriture en base 10 de n. Notons que 10 =1 [3]. Alors
n=0[3] <= Y al0"=0[3] <= Y al"=0[3] <= > a,=0 [3].
k=1 k=1

o

Exercice 1.10 :
Déterminer des critéres similaires permettant de tester si un nombre entier est un multiple de 9 ou un multiple
de 11.

2. Ou plus exactement, que p et n sont premiers entre eux.
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fg Réponse

’ Divisibilité par 9 ‘ Soit n = @, ...ap,, € N. Puisque 10 =1 [9], on a encore

n=0 [9 < iaklokEO 9] — zr:aklkz() 9] = iakEO [9].

Donc un nombre est divisible par 9 si, et seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 9.

Divisibilité par 11 ‘ Puisque 10 = —1 [11], on a

n=0[11] <= Y al0F=0 [11] <= > (-1)"ar =0 [11].
k=1 k=1

2. Nombres premiers

Définition 1.11 Nombre premier

Un entier naturel p est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs dans N : 1 et p. On note P ’ensemble
des nombres premiers. Un entier non-premier est dit composé.

&D’aprés la définition, 1 n’est pas premier (car il admet un seul diviseur dans N).

Exemple 1.12 :
Les nombres 2,3,5,7,11,13,17,19, 23 sont premiers. Les nombres 8, 15,21 sont composés. &

WLemme 1.13

Tout entier naturel n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Démonstration : Montrons par une récurrence forte que tout entier n > 2 admet un diviseur premier.D’abord,
2 est premier, et 2|2 donc la propriété est vraie pour ng = 2. Ensuite, soit n > 2 et supposons la propriété vraie
pour tout k € [2,n]. Alors, si n + 1 est premier (comme pour Pinitialisation de la récurrence), n 4+ 1 admet un
diviseur premier. Sinon, n 4+ 1 admet au moins un diviseur k € [2,n] et k admet lui-méme un diviseur premier
(par hypothése de récurrence). Par transitivité, n + 1 admet donc un diviseur premier. O

W Proposition 1.14

Tout entier naturel n > 2 est composé si, et seulement si, il admet un diviseur premier p < v/n.

Démonstration : La réciproque étant évidente, on s’intéresse a l'implication directe. Soit un entier n > 2
composé. Puisque n n’est pas premier, il existe p, g € [2,n — 1] tels que n = pq. Il est clair que p < /noug<n
(sinon on aurait pg > n). Supposons donc que p < n. Alors p admet un diviseur premier p’ et p’ <p <+/n. O

i
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Ce critére est fondamental pour déterminer si un nombre n est premier ou pas : on s’intéresse & ses diviseurs
compris entre 1 et v/n.

Exemple 1.15 :
127 est-il un nombre premier ? Remarquons que 121 < 127 < 144 donc v 121 < 12. Les seuls diviseurs premiers
a tester sont donc 2,3,5,7,11.

127 est impair donc 2}127.

1424 7=10et 10 n’est pas un multiple de 3 donc 3}127.
127 ne finit ni par un 0 ni par un 5 donc 5}'127.

On remarque que 7 x 18 = 126 et 7 x 19 = 133 donc 7}/127.
1—2+47=6 et 6 n’est pas un multiple de 11 donc 11}127.

Donc 127 est premier. &

On mentionnera une technique ancienne et efficace pour déterminer les nombres premiers : le crible d’Eratos-
thene.

Théoréme 1.16

L’ensemble des nombres premiers P est infini.

Démonstration : Supposons, par 'absurde, que P soit fini. Alors il existe n € N* tel que P = {p1,...,pn}-
n

Posons p = Hpi + 1.. Notons que p > max (p1,...,p,) donc p ¢ P. Supposons (par ’absurde encore une fois)
i=1
qu’il existe k € [1,n], tel que px|p, alors

1 1
p=p | [[pi+—]|, —¢N
o 08 Bt

Donc p n’admet aucun diviseur premier : impossible. O

I N

WThéoréme 1.17 Décomposition en produit de facteurs premiers

Soit un entier naturel n > 2. Alors Ilr € N* 3! (p1,...p,) € P, (aq,...a,) € (N*)" tels que p; < --- < p;
et

kA
n= pr“
i=1

Le théoréme précédent est parfois appelé "théoréme fondamental de 'arithmétique" 2, car il donne une facon

de construire tout entier & ’aide des nombres premiers, qui font office de "briques élémentaires".

En relachant la condition p; < --- < p,, cette écriture en produit de nombres premiers est unique a l'ordre prés
des facteurs.

3. Ce résultat est la principale raison pour laquelle il est convenu que 1 n’est pas premier : sinon la décomposition ne serait plus
unique.
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Corollaire 1.18

Soit un n € Z\ {—1,0,1}. Alors 3!r € N*, 3! (py,...p,) € P", 3 (a1,...q;) € (N*)" tels que p; < -+ < p, et

n= iﬁpf
i=1

& On remarquera que si n = 1, en prenant r = 0 le produit est vide et vaut par convention 1. On peut donc
écrire cette décomposition mais elle n’est plus unique.

Pour démontrer ces résultats,* nous aurons besoin du lemme d’Euclide, qui ne sera énoncé qu’a la fin de la
partie suivante. Admettons la preuve pour le moment.

IT Division euclidienne

1. Division euclidienne

Définition/Théoréme 2.1 Division euclidienne

Soient a € Z,b € N*. Alors 3! (q,r) € Z x [0,b — 1],

a=bqg+r.

Les entiers q et r sont appelés respectivement quotient et reste dans la division euclidienne de a par b.

& On a unicité a condition de supposer bien str que 0 < r < b. On notera que r est I'unique entier de [0,b—1]
tel que a = [b].

Démonstration : Remarquons que

a=bgt+r &= L =g+
- b 1Ty
On pose donc ¢ = E (a/b) et r = a — bg. Alors
a a r
<2 L 0<2_4="c<1 o< .
q_b<q+, O_b q b<, 0<r<b

On a donc existence du couple (g, 7). Supposons que a = bq + 1 = bg' + r" avec r,7" € [0,b — 1]. Alors
0=blg—q¢)+(r—1"), r—r=0b(q—q)ebZ.

Puisque —b < r’ — 7 < b, on en déduit que ' —r = 0 et donc ¢’ — ¢ = 0. O
Exemple 2.2 :
Effectuons la division euclidienne de 97 par 7.
9 7|7
2 7|11 3
6
On a donc 97 = 7 x 13 + 6, donc le quotient vaut 13 et le reste vaut 6. &

4. Plus précisément, pour démontrer 'unicité de la décomposition.
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W Proposition 2.3

Soient a € Z,b € N* et r le reste dans la division euclidienne de a par b. Alors a = [b].

La division euclidienne est un outil trés puissant, aussi bien en théorie qu’en pratique. Il faut savoir effectuer
une division euclidienne & la main, et appliquer le résultat théorique.

2. PGCD et PPCM

Définition/Proposition 2.4 PGCD et PPCM
Soient a,b € Z,a # 0,b # 0.

(i) L’ensemble des diviseurs communs de a et b admet un maximum strictement positif. Il est appelé plus
grand commun diviseur (ou PPCM) de a et b et est noté a A b ou pged (a, b).

(ii) L’ensemble des multiples communs strictement positifs de a et b admet un minimum. Il est appelé plus
petit commun multiple (ou PPCM) de a et b et est noté a V b ou ppem (a, b).

Par convention, on posera pour tout a € Z : aAN0=aet aV0=0.

Démonstration : L’ensemble des diviseurs communs de a et b est une partie non-vide (car 1 en fait partie) et
majorée (par |a|) de Z, et admet donc un maximum. De méme, I’ensemble des multiples communs strictement
positifs de a et b est une partie non-vide (car |ab| en fait partie) de N*, et admet donc un minimum. O
On pourrait généraliser les notions de PGCD et de PPCM & plus de deux entiers de maniére tout a fait similaire.
On remarquera que, pour tous a,b € Z*,

1<aAb<min(al,|b]), max(al,|b]) <aVbd<]abl,
et que

aANb=bAa=la|Albl, avVb=bVa=]lalV|bl
Exemple 2.5 :
On a

21N14=7,21V 14 =42, 21N26=1, 21V 26 =546.

Lemme 2.6

Soient a,b € Z* admettant les décompositions suivantes :

T T
a:j:pr"", b::I:pri,
i=1 i=1
ou les p; sont des nombres premiers distincts et les a;, 8; sont des entiers naturels. Alors

alb <= Vi€ [1,r],a; < ;.
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Remarquons que tous les entiers a et b non-nuls admettent une telle décomposition, quitte & supposer que
quelques exposants a; ou 3; sont nuls. On n’a évidemment plus unicité.

. b T
Démonstration : Posons ¢ = — € R. Alors ¢ = + Hpi “avec v; = B; — «;. Alors
a
i=1

Vie[l,r],a; < B €N < Vie[l,r], >0 < c€Z < alb.

Proposition 2.7

Soient a,b € Z* admettant les décompositions suivantes :

T I
i=1 =1

ou les p; sont des nombres premiers distincts et les «;, 5; sont des entiers naturels. Alors :

Ab— H mln(oz“B7

n € Z, (n\a et n|b) < nlaAb.

aVvb— H max(a“ﬁ )
i=1

Z,(aln et bln) <= a V bin.

1

(ii

(iii

(i) a
) v
)
) v

(1v

T
Démonstration : Notons §; = min («y, 3;) et posons d = pri. Puisque pour tout 7 € [1,7],d; < a; et

i=1
T

0; < B; I est un diviseur commun de a et b. Soit ¢ = =+ sz un diviseur commun de a et b. Alors pour tout
i=1
i€ 1,7], v < a; et v; < B;, donc 7; < §; et c|d car d > 0. Donc ¢ < d et, par suite, d = a A b.

En reprenant la preuve du point (7), on a montré que tout diviseur commun de a et b divise d = a A'b. Par
transitivité de la divisibilité, la réciproque est évidente.

(ii7) et (iv) | Exercice. O

Définition 2.8 Nombres premiers entre euz

Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux sia ANb= 1.

Exemple 2.9 :
2 et 3 sont premiers entre eux. 45 et 24 ne le sont pas, car 24 A 45 = 3. &

Cette notion permet de rendre compte que a et b n’ont aucun diviseurs en commun, et donc aucun facteurs
premiers en commun, et sera fondamentale dans la suite. Elle est trés intuitive : on l'utilise par exemple
lorsque 'on cherche & rendre une fraction irréductible. Voyons un exemple fondamental d’utilisation des nombres
premiers entre eux.

Exercice 2.10 :
Montrer que V2 est irrationnel.
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fg Réponse

Supposons par absurde que v2 € Q. Alors il existe (p,q) € Z x N* tel que v2 = P on peut supposer sans
q

k
perte de généralité que p et g premiers entre eux, puisque k—p 2 pour tout k € Z*. Alors
q q
2
p
Z=% r=2

donc p? est pair, et donc p est pair. Autrement dit, il existe p € Z tel que p = 2p. Alors

2¢° = p® =4p°, ¢ =2p*

donc ¢? est pair et donc ¢ est pair. Donc 2 est un diviseur commun de p et g, ce qui est impossible car on a
supposé p A qg = 1.

¢

&On peut montrer de la méme maniére que, pour tout p € P,,/p est irrationnel. On aura juste besoin du
lemme d’Euclide, que I'on abordera seulement un peu plus tard.

3. Algorithme d’Euclide

Dans cette section, on souhaite répondre a la question suivante : comment déterminer le PGCD de deux entiers
sans avoir acceés & leur décomposition en facteurs premiers ? Pour ce faire, on s’appuie sur le lemme suivant.

Lemme 2.11
Soient a,b,q,r € Z tels que a =bg +r. Alorsa Ab=bAr.

Ce résultat va devenir particuliérement utile lorsque ¢ et r sont respectivement le quotient et le reste dans la
division euclidienne de a par b, c’est-a-dire quand b € N* et r € [0,b — 1].

Démonstration : Soit n un diviseur de a et b. Alors a =b =0 [n] donc r =0 [n], et n est donc un diviseur
de r. Réciproquement, si n est un diviseur de b et r, alors b = r = 0 [n] donc a = 0 [n], et n est donc un
diviseur de a. On en déduit que I’ensemble des diviseurs communs de a et de b est égal & ’ensemble des diviseurs
communs de b et de r; leurs maxima sont donc égaux. O

Théoréme 2.12 Algorithme d’Euclide
Soient a,b € N*.

e On pose g = a,yp =7_1 = b et gy et ro le quotient et le reste dans la division euclidienne de a par b.
e Pour tout n € N, si 7, = 0 on s’arréte. Sinon, on pose Tpy1 = Tn—1,Ynt1 = Tn €t Gni1 €t 711 le
quotient et le reste dans la division euclidienne de x,,41 par y,+1-

Alors il existe p e Ntel que 7, =0 et a Ab=1p_1.

L
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Pour déterminer le PGCD de deux entiers relatifs a,b € Z*, on appliquera simplement ’algorithme d’Euclide &
la| et |b|. Le cas a A b = r_; correspond au fait que ro = 0, c’est-a-dire que b|a.

Démonstration : Montrons que ’algorithme prend fin au bout d’un nombre fini d’étapes (au maximum b,
en fait). Par définition de la division euclidienne, 7,41 € [0, r, — 1] donc (r,) est une suite d’entiers strictement
décroissante dans [0, b]. Il existe donc p € N tel que r, =0 et 7,1 # 0.

En appliquant le lemme 2.11 dans une récurrence évidente, il est clair que

aNb=rgAr1="=1p 1 ATp=7p_1 NO=1p_1.

Exemple 2.13 :
Déterminons le PGCD de 231 et 84 par I'algorithme d’Euclide :

231 =84 x2+63
84=63x1+21
63 =21x3+0.

Exercice 2.14 :
Déterminer le PGCD de 9945 et 3003.

fg Reponse

Premiére méthode, on factorise en produit de facteurs premiers :

9945 =32 x 5 x 13 x 17, 3003 =3 x 7 x 11 x 13.
Alors 9945 A 3003 = 3 x 13 = 39.
Seconde méthode, on effectue ’algorithme d’Euclide

9945 = 3003 x 3 + 936

3003 = 936 x 3 + 195
936 = 195 x 4 4 156
195 =156 x 14+ 39
156 =39 x 4+ 0.

Le dernier reste non-nul de 'algorithme étant 39, on en déduit que 9945 A 3003 = 39.

¢

Cet algorithme d’obtention de a A b est particuliérement utile lorsque 'on souhaite résoudre des exercices
théoriques pour lesquels on n’a pas d’expression concréte pour a et b, ou si a et b sont trop grands pour étre
décomposés rapidement en facteurs premiers.

4. Théoréme de Bézout et conséquences
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Théoréme 2.15 Théoréme de Bézout

Soient a,b € Z. Alors on a ’équivalence suivante :

(i) a et b sont premiers entre eux.
(ii) 3 (u,v) € Z% au+bv = 1.

Démonstration : | (i) = (¢) | Il est clair que a A blau + bv donc a A b = 1.

(i) = (i7) | Puisque a A b = |a| A |b|, on peut supposer a,b € N. Reprenons algorithme d’Euclide et les suites
(gx) et (rg) qui y sont définies. Les cas a = 0 ou b = 0 étant évident, on suppose (a,b) € N*. On pose alors

ug =1 Uy = —qiug vk € N* Uk+1 = Uk—1 — Gk+1Uk
v = —qo 1V0 " k1 = Vk—1 — Qe41Uk

Il est alors aisé de vérifier que Vk € N, = upa + vgb. Puisque a A b = rp_1, il suffit de choisir (u,v) =
(Upfl,vpfl). O

& Le couple (u,v) n’est pas unique. Plutot que de retenir par cceur la preuve, il convient de savoir retrouver
ce couple (u,v), dont on aura besoin pour le résultat suivant.

Exemple 2.16 :
Comment trouver u, v € Z tels que 23u+7v = 17 Cette méthode s’appelle la remontée de I’algorithme d’Euclide :

23 =Tx3+2]1 =7-2x3
7T =2x341|1 =7—(23—-7Tx3)x3=7x10—-23x3
2 =1x2+0
On en déduit qu’un couple solution est (u,v) = (10, —3). &

Le théoréme de Bézout a deux conséquences importantes : le théoréme de Gauss et le lemme d’Euclide.

Théoréme 2.17 Théoréme de Gauss

Soient a,b,c € Z. Alors :

albe —
aNb=1 ale.

Démonstration : D’aprés le théoréme de Bézout et par définition de la divisibilité, il existe u,v € Z tels que
au+bv =1 et ak = be. Alors

¢ = (au 4 ) ¢ = auc + bve = a (uc + vk),

donc ale. O

Lemme 2.18 Lemme d’Euclide

Soient p € P. Alors :
(i) Va,b € Z,

plab <= pla ou plb.
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II. DIVISION EUCLIDIENNE
(ii) Vn € N* Vby,...,b, € Z,

| Hbi <~ Fie[l,n],plb.
i=1

Démonstration : La réciproque est évidente, on se concentre donc sur le sens direct, qu’on va montrer
par récurrence simple. Si n = 1 et p|by, alors p|b;. Soit n € N* et supposons que

| Hbi = (3 € [1,n],plb;).

i=1
n+1
Supposons maintenant que p| H b;. Si p|bn+1, la propriété est vraie au rang n + 1. Sinon, p A b1 = 1 car les
i=1

n

seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p. Donc p| H b; par le théoréme de Gauss, et il existe ¢ € [1,n], p|b;. Dans
i=1

tous les cas, la propriété est vérifiée au rang n + 1.

Cas particulier de (i) (équivalent a I’hérédité). O

W Corollaire 2.19

Soient a € Z,n € N* et by,...,b, € Z. Alors

Vie[[l,n]],a/\bi:1:>a/\nbi:1.

i=1

n
Démonstration : Notons b = H b; et supposons, par 'absurde, que a A b # 1. Alors a A b admet, un diviseur
i=1
premier p et p|b. Par le lemme d’Euclide, il existe i € [1,n] tel que p|b;. Puisque pla,p < aAb; donc a Ab; #1:
impossible. O

Corollaire 2.20

Soient a € Z,n € N* et by,...,b, € Z. Alors

Vi € [1,n], bila

{ Vi,je[l,n],i#7,b; ANbj =1 :>Hbi|a~
1=1

Démonstration : On va montrer par récurrence simple sur n que

. . Vi # §,bi Abj =1 T,
Vn e N*, P(n).Vbl,...,bneZ,{W,b”a :l_llblm.
P

Sin = 1let by € Z tel que by]a, alors by |a. Soit n € N* et supposons que P (n) soit vérifiée. Soient b, ...,b,11 € Z
tels que pour tous ¢,5 € [1,n + 1],b;la et @ # j = b; Ab; = 1. Les entiers by,...,b, vérifient P (n) donc
n

b= H b;|a, donc il existe k € Z tel que bk = a. De plus, pour tout i € [1,n], b,11 Ab; donc b, 11 Ab =1 par le

i=1

corollaire 2.19. Puisque b, 1|a = bk, b, 1|k par le théoréme de Gauss. Donc il existe k' € Z tel que b, 1k' =k,
n+1

et donc a = bb,1k’. Donc H bila, et P (n+ 1) est vérifiée. O
i=1
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IIT1 Applications

1. Equations diophantiennes

Une équation diophantienne est une équation a coefficients entiers dont on cherche des solutions entiéres. Une
application majeure (et historique) de ’algorithme d’Euclide et du théoréme de Bézout est la résolution dans
Z des équations diophantiennes de la forme

ar+by=c, a,bcecZ.

Proposition 3.1

Soient a, b, ¢ € Z. L’équation diophantienne az + by = ¢ admet des solutions dans Z si, et seulement si, a Ab]c.

Démonstration : On remarquera qu’on peut reformuler la proposition en

F(u,v) € Z,au+bv =c < aAbdlc
Puisqu’on peut trouver (u,v) € Z tel que au + bv = a A b grace a la remontée de l'algorithme d’Euclide, la
preuve est absolument similaire & celle du théoréme de Bézout. O
Exercice 3.2 :

Résoudre dans Z ’équation

70z — 21y = 14.

ﬁ Reponse

Puisque 21 A 70 = 7 et 7|14, I’équation admet des solutions (une infinité, méme). En simplifiant par 7 on a
70z —21ly =14 <= 10z — 3y =2

Onal0 =3x3+1donc2=2x1=10x2+(-3)x6. On a donc trouvé une solution particuliére
(z0,90) = (2,6). On va trouver toutes les solutions par analyse/synthése.

Soit (z,y) € Z? une solution de I’équation. Alors on a
10z — 3y = 10xo — 3yo, 10(z —x0) =3 (¥ — o) -

3|10 (x — x0) et 3A10 = 1 donc 3|z —xq, donc d’apreés le théoréme de Gauss, il existe k € Z tel que = 9+ 3k.
Donc

10(z —20) =3(y —yo), 30k=3(y—wo), vy=yo+10k.

Donc (z,y) = (2 + 3k, 6 + 10k).

Il est clair que, pour tout k € Z,10(2 4 3k) — 3 (6 + 10k) = 2. Donc

700 — 21y =14 < 3k € Z,(z,y) = (2 + 3k, 6 + 10k) .
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o

& En général, si la solution particuliére n’est pas évidente, on effectuera la remontée de 1’algorithme d’Euclide,
qui fonctionne tout le temps.

2. Division et congruence

Pour rappel, la relation de congruence se comporte bien avec les lois 4+, —, x. Nous avons maintenant les outils
pour diviser dans une relation de congruence.

I N

Proposition 3.3

Soit n € N*. Alors, pour tous a,b € Z,c € Z*,

{Zc/\_nlfl[n] = a=b [n].

Démonstration : Il existe k € Z tel que ac = bc+ kn, donc c|kn et c An = 1. D’aprés le théoréme de Gauss,
c|k donc il existe k' € Z tel que ck’ = k. D’ott a = b+ k'n. O

3. Décomposition en produit de facteurs premiers

A T'aide du lemme d’Euclide et du théoréme de Gauss, on est enfin en mesure de prouver 'unicité de la
décomposition en produit de facteurs premiers dans le théoréme 1.17.

Démonstration du théoréme 1.17 : Montrons par récurrence forte que tout entier n > 2 admet
une décomposition en produit de facteurs premiers. Il est clair que 2 = 2 admet une telle décomposition. Soit
n > 2 et supposons la propriété vérifiée pour tout k € [2,n]. Sin+1 € P,onan+1=n+1etla
propriété est vrai au rang n + 1. On suppose donc dans la suite que (n+ 1) n’est pas premier, et on pose
p1 = min{p € P/p|(n+ 1)} (p1 existe d’aprés le lemme 1.13 et p; < n+ 1 car n + 1 ¢ P). Donc il existe
k € [2,n], tel que p1k = n+ 1. Par ’hypothése de récurrence, k admet une décomposition en facteurs premiers :

T T
k=Ipr, n+1=pr* e,
i=1 =2

la propriété est donc vraie au rang n + 1.°

Supposons qu’il existe des nombres premiers p; < --- < p, et g1 < --- < g5 tels que

kA S
— Qg i
o= 1D = 1T
i=1 i=1

S

Pour tout j € [1,r],pjln = H ¢;" donc, par le lemme d’Euclide, il existe k € [1, s] tel que p;|gx. Puisque gi €
i=1

P,p; = qx donc p; € {q1,...,q9s}. Donc {p1,...,p-} C {q1,...,qs} Par raisonnement symétrique, l'inclusion
inverse est vraie aussi et donc

{p17"'7p7"} == {qla-~-7qS}-

5. Notons que «a; peut éventuellement étre nul, ce qui n’empéche pas la décomposition d’exister. On suppose que les a; sont
nuls uniquement pour avoir unicité.
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En particulier, 7 = s et pour tout i € [1,7],p; = ¢; puisqu’on a supposé que les p; et les g; sont rangés dans
I’ordre croissant. Donc

T T
[ =11
i=1 i=1

Pour tous i,j € [1,7] tels que i # j

piAp; =1, pfAp; =1, piAapy =1, piA]]p) =1

J#i
et piiln = p;@ prj donc, d’aprés le théoréme de Gauss, p;* pfi donc «; < B;. Encore une fois, on peut
J#i
appliquer le raisonnement symétrique et en conclure que «; = ;. O

4. Sous-groupes de Z

Dans ce chapitre, on donne une caractérisation alternative du PGCD et du PPCM comme générateurs de
certains sous-groupes de Z.

Lemme 3.4 Sous-groupes de 7

Soit H une partie non-vide de Z. On a alors I’équivalence suivante :

(i) (H,+) est un sous-groupe de (Z,+).
(ii) In e N,H = nZ.

Démonstration : Soit n € N, montrons que nZ est un sous-groupe de Z. On remarque que nZ = {a € Z/a =
0 [n]}. T est clair que nZ est non-vide car 0 € nZ. De plus, Va,b € nZ il est clair que a — b = 0 [n] donc
a — b € nZ. Donc nZ est bien un sous-groupe de Z.

Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0}, alors H = 0Z. On suppose donc que H # {0}. Donc
Jda € H \ {0}, donc |a| € H NN*. Posons Hy = H NN*. Alors H; est une partie non-vide de N*, et admet
donc un plus petit élément noté n. On va montrer que tout élément de H est un multiple de n; soit a € H.
On effectue la division euclidienne de |a| par n, il existe donc (q,r) € Z?* tel que |a| = gn +r et r € [0,n — 1].
Puisque |a| € H,qn € H, on a r € H. Puisque r < n, on en déduit que » = 0 et donc n|a. Donc a € nZ. Donc
H =nZ. O

Proposition 3.5
Soient a,b € Z. Alors :

(i) aZ +bVZ = (a N\D) Z.
(ii) aZNbZ = (aVb)Z.

Démonstration : | (i¢) | On sait que aZNbZ est un sous-groupe de Z donc il existe n € N tel que nZ = aZNbZ.

Montrons que n = a V b. Tout d’abord, n € aZ et n € bZ donc n est un multiple commun de a et b. Soit ¢ € Z
un multiple commun strictement positif de a et b. Alors ¢ € aZ N bZ donc n|c donc n < ¢. Donc n =a V b.

On note aZ + bZ = {au + bv/ (u,v) € Z*}. 1l s’agit d’un sous-groupe de Z car 0 € aZ + bZ et, pour tout
x, 2 € aZ + bZ, il existe u,u’,v,v" € Z tels que

r=au+bv, '=au'+0', -2 =alu—u)+blv-1"),
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et donc x — 2’ € aZ + bZ. 1l existe donc n € N tel que aZ + bZ = nZ. Montrons que n = a Ab. Sia=b= 0, il
est clair que n = 0. Supposons donc que (a,b) # (0,0). Puisque a € aZ + bZ = nZ,n|a. De la méme maniére,
n|b. Donc n est un diviseur de a et b. Il existe (u,v) € Z tel que au + bv = 1. Soit ¢ € Z un multiple commun
de a et b. Alors 3k, k' € Z tels que a = kc et b = k’c. Donc

n=au+bv=keu+k'co=(ku+k'v)c

donc ¢|n. Donc ¢ < |¢| < n. Donc n=a Ab. O

65



CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE DES ENTIERS

66



CHAPITRE D

ALGEBRE LINEAIRE — ESPACES VECTORIELS



CHAPITRE 5. ALGEBRE LINEAIRE — ESPACES VECTORIELS

68



CHAPITRE 0O

FONCTIONS - LIMITE ET CONTINUITE

C’est Cosinus et Exponentielle qui sortent en
boite. Cosinus boit, fume et a une gueule de
bois comme jamais le lendemain. Quand
Exponentielle I'interroge sur son
comportement, Cosinus répond : "Désolé,
vieux, mais j’connais pas mes limites!".

Blague mathématique

Dans ce chapitre, on définit rigoureusement la notion de limite et de continuité pour les fonctions d’une variable
réelle. Ces notions seront fondamentales lorsque ’on parlera de dérivabilité plus tard dans 'année. Méme si ce
chapitre part de zéro en ce qui concerne de nombreuses notions, il est important d’étre & 1’aise avec la notion
de limite déja définie dans le chapitre de suites numériques.

On rappelle que R = R U {—oco} U {+oco}. Dans tout ce chapitre, I désigne une partie de R possédant au moins
deux éléments, et K =R ou C.

Cette année, on ne considérera que des fonctions d’une variable réelle, & valeurs dans R ou C, c’est-a-dire les
éléements de F (I, K). En revanche, on ne traitera pas le cas des fonctions d’une variable complexe.

I Rappels sur les fonctions et les applications

Attention & la différence entre "fonction" et "application" :
e Une application f de I dans K est définie sur tout I, c’est-a-dire
Veel, Ay ek, f(x)=y.

e Une fonction f de I dans K n’est pas nécessairement définie sur I tout entier. Il convient alors de déterminer
son ensemble de définition

Dy ={xe€I/f(x) est bien défini}.
Pourquoi faire la différence ?

e En théorie (dans le cours), on étudie des applications pour ne pas avoir a se soucier de tous les cas
particuliers ou telle ou telle fonction n’est pas définie en tel ou tel point.
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e En pratique (dans les exercices), on étudie des fonctions. Apreés avoir déterminé leur ensemble de définition,
cela en fait de simples applications auxquelles on peut appliquer la théorie.

Dans la suite, on ne fait plus vraiment la différence, mais il suffit de retenir que dans le cours, on ne traite pas
le probléme des ensembles de définition.

1. Fonctions de / dans K

Définition/Proposition 1.1 Graphe

On note F (I,K) Pensemble des applications de I dans K. Soit f € F (I,K). On appelle graphe de f le
sous-ensemble de R x K défini par

Gr={(z,y) eRxK/y = f (x)}.

Définition/Proposition 1.2 Structure d’espace vectoriel et d’anneau

On munit F (I,K) de deux lois de composition interne et d’une loi de composition externe : pour tous
fyg€ F(I,K) et A € K, on définit

frgrzm f@)+g(@), fxgrz=f@)xg(@), A frze ().

Alors (F (I,K),+, x) est un anneau commutatif et (F (I,K),+,-) est un K-espace vectoriel.

En fait, on dit que (F (I,K), +, X, -) a une structure de K-algébre commutative (globalement, "espace vectoriel"
+ "anneau commutatif").

Définition/Proposition 1.3 Structure d’ensemble ordonné

On munit F (I,R) d’une relation d’ordre : pour tous f,g € F (I,R), on définit

f<g = Voel, f(x)<g(a).

Alors (F (I,R), <) est un ensemble partiellement ordonné.

& (F(I,R), <) n’est pas totalement ordonné. En effet, les fonctions Id et —Id ne sont pas comparables. Et
F (I,C) n’est pas ordonné (il n’est pas possible de définir un ordre sur C).

Définition 1.4 Fonction constante

Soit f € F (I,K). On dit que f est constante si

JaeK, Veel, f(z)=a.

Dans la suite, on note a la fonction constante égale a a.

Attention, la notation a n’est pas vraiment standard, et devrait étre manipulée avec précaution en dehors du
cercle familial.

& Les objets a et a sont trés différents!
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Définition 1.5 Mazimum et minimum

Soient f,g € F (I,R). On définit

max (f,g) : @ = max (f (), g (=), min(f,g):z—min(f(z),g(z)).

On note également

f+ = max (f,a) ,  f- = max (—f,a) = —min (f,a) .

Pour bien comprendre ces définitions dans le cas des fonctions & valeurs réelles, il est vivement recommandé de
faire un dessin.

I+

Définition 1.6 Module et valeur absolue

Soit f € F (I,C). On appelle module de f la fonction a valeurs réelles définie par

[flz x>/ f(2) f(2).

Lorsque f est a valeurs réelles, le module de f est appelé valeur absolue de f. On a alors

[fl = max (f,=f) = f+ + /-

2. Fonctions bornées

Définition 1.7 Fonction bornée

Soit f € F(I,R). On dit que f est majorée sur I s’il existe M € R tel que
Veel, f(z)<M.

On dit que f est minorée sur I s’il existe m € R tel que
Veel, f(z)>m.

Soit f € F (I,K). On dit que f est bornée sur I s’il existe M € R tel que

Veel, |f(z)|<M.
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Exemple 1.8 : ‘
Les fonctions z — e'®, cos, sin et arctan sont bornées. La fonction z — 2? est minorée mais pas majorée. <

On pourra remarquer que, si f est & valeurs réelles, alors f est bornée si, et seulement si, f est majorée et
minorée. En pratique, on utilise plutot la définition avec la valeur absolue pour avoir un seul paramétre.

& On ne parle pas de fonction majorée ou minorée si elle est a valeur dans C, car on n’a pas défini d’ordre
sur C.

Proposition 1.9

Soient f,g € F (I,K), et soit A € K. Si f et g sont bornées sur I, alors f +g, f X g et A- f sont bornées sur I.

Définition 1.10 Borne inférieure et borne supérieure

Soit f € F (I,R). On définit, lorsque ces nombres existent

sup (f) = sup (£ (1)) inf (f) = inf (£ (7).

Proposition 1.11
Soit f € F(I,R). Alors

(i) f est majorée sur I si, et seulement si, sup f existe.
I

(ii) f est minorée sur I si, et seulement si, inf f existe.
I

Démonstration : Aucune difficulté en revenant & la définition. Puisque I # 0, alors f (I) # §). Puisque f (1)

est une partie non-vide de R, elle est majorée si, et seulement si, elle admet une borne supérieure. Le point (i7)
s’obtient de la méme fagon, ou en appliquant le point () & —f. O

Définition 1.12 Mazimum et minimum

Soit f € F (I,R). On définit, lorsque ces nombres existent

i (f) = max (f (1)), min(f) = min (f (7).

Définition 1.13 Extremum

Soit @ € I. On dit que f admet un mazimum en a si f (a) = max f- On dit que f admet un minimum en a

si f(a)= mIin f- On dit que f admet un extremum en a si f admet un minimum ou un maximum en a.
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& Si max / existe, alors il est unique (par définition, c’est le maximum d’un sous ensemble de R). En revanche,
les points ou le maximum de f est atteint ne sont pas forcément uniques. Par exemple, max cos = 1 et cos admet

un maximum en tout point de la forme 2k7 avec k € Z.

Exemple 1.14 :
Soit, f: x> e”

* La fonction f est majorée sur R et sup f = 1. On a également mﬂgxf =f(0)=1=supf.La
R

R
fonction f est minorée sur R et i%f f =0, mais f n’admet pas de minimum sur R (f est strictement décroissante

sur R,). &

3. Fonctions monotones

Cette section concerne uniquement les fonctions & valeurs réelles, comme tous les résultats faisant intervenir la
structure d’ensemble ordonné de R (majoration, minoration, optimisation, etc.).

I N

Définition 1.15 Fonction monotone

Soit f € F(I,R). On dit que f est croissante sur I (resp. décroissante sur I) si, pour tous x,y € I,
v<y=[f(z)<f(y) (espr<y=[f(z)=/f(y).

On dit que [ est strictement croissante sur I (resp. strictement décroissante sur I) si, pour tous x,y € I,
r<y=[f(x)<fly) (respx<y=f(z)>[f(y).

On dit que f est monotone sur I (resp. strictement monotone sur I) si f est croissante ou décroissante sur [
(resp. strictement croissante ou strictement décroissante sur ).

\ J

Exemple 1.16 :

1
Les fonctions exp, In et = — /2 sont croissantes. Attention, la fonction x — — n’est pas monotone sur R*. ¢
x

& En général, la somme ou le produit de fonctions monotones ne sont pas monotones (il faut aussi faire
attention au signe des fonctions, et donc étudier au cas par cas). Par contre, la composition de deux fonctions
monotone reste monotone.

Exemple 1.17 :
La fonction Idgr est croissante sur R. En revanche, Idg x Idg n’est pas monotone sur R.

De méme, les fonctions z — —x et = — z® sont monotones sur R, mais z % — z nest pas monotone sur

R. ¢

I N

Proposition 1.18

Une fonction strictement monotone est injective.

L J

Proposition 1.19
Soit f € F(I,R). Alors

f est croissante <= —f est décroissante.
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4. Fonctions paires, fonctions impaires

Définition 1.20 Fonction paire et fonction impaire

Soit f € F(I,K). On dit que f est paire si

Veel, —xzeletf(—x)=f(z).

On dit que f est impaire si

Veel, —axeletf(—x)=—f(x).

Exemple 1.21 :
Les fonctions z + |z|,  +— 22, cos et ch sont paires. Les fonctions Id, x + 2°, sin et sh sont impaires. &

Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport & 'axe des ordonnées. Le graphe d’une fonction
impaire est symétrique par rapport a l'origine. En pratique, on limitera I’étude d’une fonction paire ou impaire
alnNR,.

Proposition 1.22
Soient f,g € F (I,K), et soit A € K. Alors

1. si f et g sont paires, alors f + g, f X g et A - f sont paires sur [.
2. si f et g sont impaires, alors f 4+ g et A - f sont impaires sur I. En revanche, f X g est paire.

W Proposition 1.23

Soit I un sous-ensemble de R symétrique par rapport & 0 (i.e. Vo € I, —x € I). Soit f € F (I,K). Alors f se
décompose de maniére unique comme somme d’une fonction paire ¢ et d’une fonction impaire . De plus, on
a

veel, o) =TOETED -y -

Démonstration : Soit f € F (I,K). On suppose qu’il existe ¢, € F (I,K) telles que ¢ soit paire,
1 soit impaire et f = ¢ + 1. On a alors,

Veel, f(z)=¢@)+d(), f(-z)=¢@)-1¢@E).
On en déduit que

veel p(@)=TEEED -y

Soit f € F (I,K). Soient ¢, ¢ € F (I,K) les applications définies par
On a alors :
fen /@) = ¢ (x) donc @ est paire.

2
e pour tout x € I, ¢ (—x) = / (7:17)27 1 @) = ] (2) +2f (=2) = —1 (x) donc ¢ est impaire.

e pour tout z € I, p (—x) =
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e pour tout x € I,

o) sy = LEHICD @I 2@ _ )

donc f =+ .

On a donc montré que f se décompose comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. L unicité
découle de ’analyse. O

En termes d’algébre linéaire, les deux propositions précédentes se traduisent par "l’ensemble des fonctions paires
et Pensemble des fonctions impaires sur I sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F (I, K).

Exemple 1.24 :
Pour tout z € R, on a

e =cosr+isinz, € =chzx+shz.

¢
5. Fonctions périodiques
Définition 1.25 Fonction périodique
Soit f € F(I,K) et soit T' > 0. On dit que f est T-périodique si
Veel, z4+Teletf(a+T)=—f(z).

On dit alors que T est une période de f.
En pratique, on limitera ’étude d’une fonction T-périodique & un intervalle de longueur 7T'.
Exemple 1.26 :
Les fonctions cos et sin sont 27 périodiques. La fonction tan est w-périodique. &

Proposition 1.27

Soit f € F (I,K) une fonction T-périodique. Alors, pour tout n € N et pour tout = € I,

z+nTel, f(z+nT)=f(z).

Cette propriété peut s’interpréter comme "si T' est une période de f, alors nT" est aussi une période de f pour
tout n € N*". En particulier, une période d’une fonction périodique n’est pas unique.

Démonstration : Soit x € I. Montrons par récurrence sur n € N que

x+nT el, f(x+nT)=f(x).

Initialisation : Evident.

Hérédité : Soit n € N, et supposons que
c+nT el, f(ze+nT)=f(z).

D’abord,  + nT + T € I par périodicité de f. De plus, on a
fle+m+1)T)=f(z+nT)=f(z),

ce qui achéve la récurrence et la preuve. O
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Exercice 1.28 :
Montrer qu’une fonction périodique et monotone est constante.

g Reponse

Notons I le domaine de définition de f. Soit 7" > 0 une période de f. Quitte & considérer — f, on peut supposer
y—x

que f est croissante. Soient x,y € I tels que z < y. Posons n = F ( ) + 1. Alors n > 1 et

— T
Sy

n T

x+nT >y.

Or, par croissance et périodicité de f,

f@)=f@+nT) > f(y) > f(z).

Ces inégalités sont donc des égalités, et donc f (z) = f (y). On en déduit que f est constante sur I.

Proposition 1.29

Soient f,g € F (I,K), A € Ket T > 0. Si f et g sont T-périodiques, alors f+g, f x g et - f sont T-périodiques.

6. Fonctions lipschitziennes

Définition 1.30 Fonction lipschitzienne®

Soit f € F (I,K). On dit que f est lipschitzienne sur I si
IK >0, Ve,yel, |[f(z)—f(y)|<Klz—yl

On dit alors que f est K -lipschitzienne.

On dit que f est contractante sur I si f est K-lipschitzienne avec K < 1.

Exemple 1.31 :
Soient a,b € K. Alors l'application f : x — ax + b est |al|-lipschitzienne sur R. En effet, pour tous z,y € R,

f)=fy)=ar+b—(ay+b)=a(z—y), |f(z)-[f)]|=lalx]|z-yl

Proposition 1.32

Soit f € F (I,K), et soit K > 0. Si f est K-lipschitzienne, alors f est K’-lipschitzienne pour tout K’ > K.

Proposition 1.33

Soient f,g € F (I,K), et soit A € K. Si f et g sont lipschitziennes, alors f + g et A\ - f sont lipschitziennes.

1. Rudolf LipscuiTz (1832-1903) : Mathématicien allemand. Grosse moustache.

76



I. RAPPELS SUR LES FONCTIONS ET LES APPLICATIONS

& Le produit de deux fonctions lipschitziennes n’est pas lipschitzien en général.

Exercice 1.34 :

Soit A > 0. Montrer que la fonction f :  + 22 est lipschitzienne sur [— A, A], mais que f n’est pas lipschitzienne
sur R.

ﬁ Reponse

Soient x,y € [—A, A]. On a alors

f (@) = fF @) | =I2® = ¢*| = |z +ylJz — y| < 24z —y).
f est donc 2A-lipschitzienne sur [—A, A].
Supposons par l’absurde que f soit K-lipschitzienne sur R. Alors, pour tous z,y € R4,y > =z,

Y —® <K(y-z), y+z<K.

Ceci est absurde si = K et y = K + 1. On en déduit que f n’est pas lipschitzienne sur R.

Exercice 1.35 :
Soit f € F (I,K). Alors f est O-lipschitzienne si, et seulement si, f est constante.

fg Reponse

Si f est constante, alors il existe A € K tel que f = A Alors, pour tous x,y € I,

[f (@)= Fy)|=1A=A=0<0]z -y,

donc f est O-lipschitzienne. Réciproquement, supposons que f soit 0-lipschitzienne. Soit xg € I. Alors, pour
tout x € I,

|f () = f(20) | <0z —x0], f(z)=Ff(20),

donc f = f (zg), et donc f est constante sur I.

Exercice 1.36 :
Montrer que cos est 1-lipschitzienne sur R.

ﬁ Reponse

Soient x,y € R.

Méthode 1 | D’apreés les formules usuelles de trigonométrie, on sait que

. rT+y\ . T—y
cosT — cosy = —2sin — sin — )

On sait également que, pour tout ¢t € R, |sint| < [¢t|. On en déduit que
sin Tty sin r—y < 2 |sin r—y <2
2 2 2

& 7

|cosx — cosy| = 2

”T_y‘lxyI.
5
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Donc cos est 1-lipschitzienne sur R.

Méthode 2 | Cette méthode n’est pas vraiment d’actualité, puisqu’elle fait intervenir des résultats d’intégra-
tion (théoréme fondamental de 1’analyse, inégalité triangulaire, etc.) qui ne seront vus que plus tard. Par
contre, elle s’applique & toutes les fonctions de classe C' dont la dérivée est bornée. Bref, en supposant que

Yy > x,o0n a
Yy Yy Yy
[ sa < [*1=sintiar< ["1at =y -z =1y -al.
xr T x

Donc cos est 1-lipschitzienne sur R.

|cosx — cosy| =

L

Exemple 1.37 :
Montrer que la composition de deux fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne.

ﬁ Reponse
Soient f: I — J, g:J — K avec I, J deux intervalles de R. On suppose que f est K-lipschitzienne et que g
est K'-lipschitzienne. Alors, pour tous z,y € D,,

lgo f(x)—gofW|<K'|f(x)-f(y)| < KK'|lz—yl|

Donc g o f est K K'-lipschitzienne.

¢
Exemple 1.38 :
Montrer que x — +/z n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].
ﬁk&fwuse
On a, pour tous z,y €]0, 1],
Va- il = || = ol -
T — /Y| = = z — 1.
v+l Vet
0) tout K > 0, si < L 1
r, pour tou six —— alors
)p ) 7y 4K2
> =K, |[Vi-yil>Klz—y
=K, T — /1Y x — .
NER RV &
%

IT Limite

A partir de maintenant, on va vouloir passer a la limite (en généralisant la démarche du cours de suites), et
pour cela faire tendre une variable vers un point fixé xy de ’ensemble de définition. En particulier, on ne veut
pas de "trou" dans cet ensemble de définition. ? Cela signifie qu’on considérera des applications définies sur des
intervalles de R.

2. Du moins, pas de trou autour du point d’intérét xq.
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Dans la suite du chapitre, I donc est un intervalle non-trivial de R (c’est-a-dire possédant au moins deux éléments
distincts). En pratique, on étudiera des applications définies sur un intervalle ou une réunion d’intervalles.

Les notions de limite et de continuité (comme celle de dérivabilité) sont des notions locales. Par exemple, pour
étudier la continuité d’une fonction f en un point zg, il suffit d’avoir des informations sur f (x) lorsque = est
proche de zy. C’est cette notion de proximité que I'on définit avec les voisinages.

1. Voisinage

Cette premiére partie est optionnelle en premiére lecture. Elle sert & unifier toutes les définitions de limite sans
avoir a différencier tous les cas (limite finie ou infinie en un point fini ou infini). Cette notion a un intérét
théorique, et permet de comprendre les choses, mais est trop compliquée & utiliser en pratique.

Définition 2.1 Adhérence et intérieur

Soit I un intervalle non-vide de R. On note a = inf I et b = sup I lorsqu’ils existent. On appelle adhérence de
I Pintervalle fermé I = [a,b]. On appelle intérieur de I l'intervalle ouvert I =]a, b|.

Si I =]—o00,a] ou]—o0,af avec a € R, on pose

I=[-00,a] CR, I

| — 00, a[C R.

Si I = [a,+o0[ ou Ja,+oo[ avec a € R, on pose

o

I=[a,+00] CR, I =la,+o[CR.

On dira qu’'un intervalle I est non-trivial si I £ ().

Remarquons qu’un intervalle est non-trivial si, et seulement si, il posséde au moins deux éléments distincts. Ces
notations sont donc cohérentes avec la notation R.

I N

Définition 2.2 Boule ouverte et boule fermée dans le cas réel

Soient x € R et a > 0. On appelle boule fermée de centre x et de rayon « 'intervalle

By (z,0) = B(z,a) = [z — o,z + a).

On appelle boule ouverte de centre x et de rayon « Uintervalle

o

B(z,a) = B(z,a) =]z — o,z + .

Définition 2.3 Boule ouverte et boule fermée dans le cas complexe

Soient z € C et o > 0. On appelle boule fermée de centre z et de rayon « I’ensemble
Bf(z,0) = B(z,a) = {2’ € C/|z — | < a}.

On appelle boule ouverte de centre z et de rayon « ’ensemble

B(z,a) = B(z,0) = {z € C/|z - 2| < a}.
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Les notations des boules ouvertes et fermées sont consistantes avec celles de ’adhérence et de 'intérieur définies
plus haut. On remarque que le cas complexe généralise le cas réel et donne son vrai sens au mot boule (une
boule est ici un disque).

Définition 2.4 Voisinage

Soit « € K. On appelle voisinage ouvert (resp. fermé) de x toute boule ouverte (resp. fermée) de centre z et
de rayon strictement positif.

On appelle voisinage ouvert (resp. fermé) de —oo tout intervalle de la forme | — oo, A[ (resp. | — oo, 4]) avec
AeR.

On appelle voisinage ouvert (resp. fermé) de +oo tout intervalle de la forme |A, +oo[ (resp. [A, +oo[) avec
AcR.

Soit # € RUC. On note V, I’ensemble des voisinages fermés de x.

Autrement dit, si z € R, V, = {[z — o,z + a] CR/a > 0}. On notera que x appartient a tous ses voisinages.

Tout ce qu’on dira dans la suite pour des voisinages fermés reste vrai pour des voisinages ouverts. Il suffit donc
de choisir au début si I'on veut travailler avec des boules ouvertes (et des inégalités strictes) ou des boules
fermées (et des inégalités larges, en général plus faciles & manier si 'on ne veut pas avoir a réfléchir).

Définition 2.5 Propriété au voisinage d’un point

Soient f € F(I,R) et soit € I. On dit que f vérifie une propriété au voisinage de x s’il existe V € V, tel
que f vérifie cette propriété sur INV.

Exemple 2.6 :
La fonction x +— x° est croissante au voisinage de 1. En effet, la fonction x — 2° est croissante sur [0, 2].
Attention, cette fonction n’est pas croissante sur R. &

2 2

Exemple 2.7 :
La fonction cos ne s’annule pas au voisinage de 0. En effet, cos ne s’annule pas sur [—1,1]. Par contre, cos
s’annule évidemment sur R. &

En fait, les propriétés qui nous intéresseront dans la suite sont celles qui sont vraies sur un voisinage de = et
pour tout voisinage plus petit, comme dans les exemples précédents.

Définition 2.8 Extremum local

Soit a € I. On dit que f admet un mazimum local en a §'il existe V € V,, tel que f (a) = max f- On dit que
f admet un minimum local en a s'il existe V € V,, tel que f (a) = m‘}n f- On dit que f admet un extremum

local en a si f admet un minimum local ou un maximum local en a.
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n

.

2. Limite d’une fonction

WDéﬁnition 2.9 Limite d’une fonction a valeurs réelles

Soit f € F (I,R) et soit zg € I. On dit que f admet une limite en o si
HeR, YUEV, IVeEV,, VzelInV, f(z)el.

Dans ce cas, on dit que f admet ¢ pour limite en x¢ ou que f tend vers £ en xg. On note alors lim f = £ ou
E

lim f(x)={¢ou f(x) —— L.
T—xo T—Tg

WDéﬁnition 2.10 Limite d’une fonction a valeurs complexes

Soit f € F(I,C) et soit zg € I. On dit que f admet une limite en g si
HeC, YUV, FVeV,, YeelInV, f(x)el.

Dans ce cas, on dit que f admet £ pour limite en zo ou que f tend vers ¢ en xy. On note alors lim f = ¢ ou
o

lim f(z)={¢ou f(x) —— L.
T—To T—To

La seule différence entre le cas réel et le cas complexe est qu’une fonction & valeurs complexes ne peut pas
"tendre vers 'infini" (la notion d’infini n’étant pas bien définie quand on parle de complexes).

Ces définitions sont abstraites, et pas vraiment maniables en pratique. Réécrivons-les pour quelques cas parti-
culiers :

e SizgeRetlecK alors

lironf:€<:>V5>0, Ja>0, Veel, |z—xo<a=|f(z)—{<Le.
e SizgeRet =400 (cas K=R) alors

liﬂronf:€<:>VM€R, Ja>0, Veel, |z—xo<a=f(z)>M.
e Sizg=—oc0etlecK alors

l_igf:£<:>\73>0, JAeR, Vzel, z<A=|f(zx)—{ <e.
o Sizg=+o0et{=—o0 (cas K=R) alors

limf=¢ < VMeR, JAe€R, Veel, zx>A=f(x)<M.
— 00
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WProposition 2.11 Unicité de la limite

Soit f € F (I,K) et soit 29 € I. Si f admet une limite en x( alors celle-ci est unique.

Démonstration : Pour simplifier, on traite le cas zo € R et K = R. Soient #1, ¢ € R tels que

limfzﬁl, hmfz&
xo Zo

|61 — Lo

‘Premier cas : l1,0y € R‘ Supposons, par I’absurde, que ¢1 # {5, et posons € = 7]

€ R’,.. Par définition, il

existe a, g > 0 tels que

Vo e I |z —wo| < a1 = |f(z) — b <e
’ |z — x| o = |f(x) —la] <e

Notons o = min (g, a). Soit © € I N [z — &, 2o + . On a alors, par inégalité triangulaire,

b4
6l <16~ F @)+ 17 @)~ b <eve= D20

ce qui est impossible. On en déduit que ¢; = £5.

‘Second cas : 1 = +o00,ls € ]R‘ On va montrer que ce cas est absurde. En effet, dans les définitions de limites,
on prend M = {5 + 2 et ¢ = 1. Alors il existe a1, as > 0 tels que

vrel, {|x—x0 <a;= f(z)>Ll+2
lv — ol az = |f(2) =l <1
Donc pour z € I N [xg — a, xo + @] avec a = min (a1, as), on a
fl@)<b+1, f(z)2l2+2,
ce qui est absurde.
Les cas #1 = —00,/f2 € R et £1 = —00, {3 = 400 sont absurdes aussi, donc dans tous les cas, {1 = /5. O

Exemple 2.12 :
A T’aide de la définition formelle, montrons que lim e* = +oco et lim e® = 0.

T——400 — 00
e Soit M > 0. Alors, pour tout x > In M, on a, par croissance de ’exponentielle,
et > elnM - M
On pose donc A =1n M. On a donc bien montré que

VM >0, JAeR, Vzel[A +oof, e >M.

On en déduit que lim exp = +o00.
“+oo

e Soit € > 0. Alors, pour tout < lne, on a, par croissance et positivité de ’exponentielle,
0<e® <elhe =g, le”| <e.
On pose donc A =Ine. On a donc bien montré que
Ve >0, JAeR, Vrel—o00,4], |e"-0]<e.

On en déduit que limexp = 0.
—0o0
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¢
& Dans cet exemple, il nous suffit de considérer ¢ petit et M grand (ici, on a méme pris M > 0).
WProposition 2.13
Soit f € F (I,K) et soit xo € I. Alors
(i) Si f admet une limite finie en xy alors f est bornée au voisinage de xg.
(ii) SiIK=R, et lim f(z) = oo, alors f n’est pas bornée.
T—>T0o
Que peut-on dire des réciproques ?
Démonstration : (i) Supposons que lim f = ¢ € K. Posons ¢ = 1. Alors
o
Donc f est bornée sur V.
(ii) Supposons que K =R, et que lim f (z) = £oo. Alors,
T—T0o
VM >0, 3VeV,, YeelInV, |f(z)|>M,
donc f n’est pas bornée.
O

Exercicej 2.14 [
.. .. 0,400 — R
Soit f : x — sin(1/z

fg Reponse

On va montrer que f n’admet pas de limite en 0. Tout d’abord, f est bornée donc il est impossible que

) f admet-elle une limite en 07

1
liénf = +00 ou lignf = —o00. Soit £ € R, posons € = 3 Supposons que ¢ > 0. Alors, pour tout o > 0, posons
1 1 s 1
=E|—(—+= 1 = —.
" <27r (a+2))+ » T ooz

, O<z<a

1 1
et f(x) =—1, donc f(x) <0— 3 <{— 7 On a donc montré que

Vi>0, 3F>0, YVa>0, JzecRiN[-a,0], |[f(z)—L >e¢.

On raisonne de la méme maniére si ¢ < 0, ce qui prouve que f n’admet pas de limite en 0.
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WProposition 2.15 Reformulation de la limite
Soit f € F (I,K) et soit xg € I. Alors

(i) Si ¢ =0,
lim f(@) =0 <= lim [f(z)|=0.
(i) SifeK,

lim f(z)=¢ < lim (f(z) —¥) =0 < zl;rg |f () —¢] =0.

Tr—rT0o T—rT0

(iii) Si zo € R,

lim f(2) = ¢ <= lim (w0 +h) = L.

Tr—x0

1l s’agit simplement de réécrire les définitions. Aucune difficulté, mais c’est un bon exercice pour s’assurer que
I’on a compris.

&limf = (¢ = lim|f| = |¢| mais la réciproque n’est pas vraie.
o )

3. Caractérisation séquentielle de la limite

Le théoréme suivant peut étre trés utile en pratique, car il rameéne des calculs fastidieux avec des € a des calculs
de limites de suites que ’on sait déja étudier.

WThéoréme 2.16 Caractérisation séquentielle de la limite
Soient f € F (I,K) et o € I. Soit € R (si K=R) ou £ € C (si K = C). Alors

limf:€<:>V(un)€[N, (lim Unp = T = lim f(un):€>

n——+o0o n——+00

Démonstration : On fait la preuve dans le cas 9 € R et £ € K (les cas "infinis" se traitant de maniére
similaire).

Supposons que lim f = £. Soit (u,) € I" telle que lim (u,,) = zo. Alors
xo

Ve > 0,3a > 0,Vz € INxg — a,z0 + o, |f () — ¢ <e.
De plus,
N e N\Vn > N, |u, — o] < a.
On en déduit que
VN, |f ()~ £ <2,
ce qui achéve la preuve de I'implication.
On va montrer la contraposée. Supposons donc que

Je>0, Ya>0, Jzxelnfzg—a,zo+a], |f(x)—L >e.
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1 1 1
En particulier, notons pour n € N*, a,, = —. Alors il existe x,, € IN [wo - —,x0+ ] , tel que | f () — ¢| > e.
n n n

On vient donc de construire une suite (x,) qui converge vers xy mais telle que (f (x,)) n’admet pas £ pour
limite, ce qui achéve la preuve de ce théoréme. O
En fait, ce théoréme est trés pratique pour trouver des contre-exemples.

Exemple 2.17 :
Montrer que la fonction cos n’admet pas de limite en +oc0.

fg Reponse

Pour n € N, on note

T
Up = 27N, Up = 27N + 5°

Alors les suites (uy,) et (vy,) vérifient lim (u,) = lim (v, ) = +o0 et

ngrfoo cos (up) =1, ngg}oo cos (vy,) = 0.

Par la caractérisation séquentielle de la limite, il est donc impossible que cos admette une limite en +oo.

4. Limites a gauche et a droite

WDéﬁnition 2.18 Limite a gauche et & droite

Soit f € F (I,K) et soit 9 € I NR. Si 29 # inf I, on définit la limite a gauche de f en o (si elle existe) :

lim f = lim f(z)= A f (@) =1 (f)10)—co0,z0f) -
Zg T—Tq z<zo o

Si xg # sup I, on définit la limite a droite de [ en xq (si elle existe) :

li?f = xlirfg flz)= ;ihgr?g f(2) =lim (fi1)0. 40l -

Par définition, la limite en +oo est toujours une limite & gauche, et la limite en —oo est toujours une limite &
droite.

On définit de la méme maniére la limite épointée de f en xy € I:

gg&lo f (@) =lim (fir\ao})
TFTo

W Définition 2.19 Limite £~ et ¢+
Soit f € F (I,R) et soit zg € I. Soit £ € R. On note

limf=1/¢ limf=1/¢
limf =0 <= { @0 , limf=/0" < { 20
o f < ¢ au voisinage de xg *o f > ¢ au voisinage de xg

& 85



CHAPITRE 6. FONCTIONS - LIMITE ET CONTINUITE

Exercice 2.20 :
Etudier la limite, la limite épointée, la limite & gauche et la limite & droite de la fonction partie entiére E en

0. &

5. Manipulation de limites

Avant de manipuler des limites, on doit toujours justifier qu’elles existent.

WProposition 2.21 Opérations sur les limites finies

Soient f,g € F (I,K) et xy € I. Supposons que lizlglf =leKet l‘irrglg =/ ¢ K. Alors :
(i) f+ g admet une limite en xg et
1;131(f+g) =(+1.
(ii) f x g admet une limite en xq et
lglvron (f xg)=20l'.
(iii) Pour tout A € K, Af admet une limite en z¢ et

lim (Af) = AL

(iv) Si ¢ # 0 alors ! admet une limite en z( et

limifé
zo (@ 76/.

Démonstration : Puisqu’on a déja démontré ce genre de propriétés pour les suites, on va le réutiliser grace
a la caractérisation séquentielle de la limite. Soit (u,) € I" vérifiant lim (u,) = 2. Alors lim (f (u,)) = £ et
lim (g (u,)) = £'. Classiquement, on a donc, pour tout A € K,

. _ , . o . _ - f (un) _ ﬁ
nEI-sr-loof (un) + g (up) =0+, ngr-s{loo fun) X g(uy) =204, n,grfoo A (ug) = N, liron T T
Toujours d’aprés la caractérisation séquentielle de la limite, on a donc
: . ;1 .t
lim(f4+g) =0+, lim(fxg)=20' lim(Af)=A, lim==—.
T xo xo To g [’
O
Exercice 2.22 :
Redémontrer ces résultats en revenant & la définition de limite. &

De la méme maniére, on a des formulaires concernant la somme, le produit et le quotient de fonctions, qui
suivent les régles de calcul dans R.
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WProposition 2.23 Limite de la somme

lim(f+g) |0 eR| V=400 |l =—-x
B
{eR e+ +00 —00
{ = +oc0 +00 +00 77
f=—00 —00 77 —00

On a le formulaire suivant pour la limite de la somme dans R. Soient f,g € F (I,R), 2o € I. Supposons que
lim f = £ et limg = ¢'. Alors
o o

&Attention a la forme indéterminée (+o00) + (—o0).

Exemple 2.24 :

Soit f:ax+— x+coszetg:x— —x Alors f et g admettent une limite en +o00, mais f + g n’admet pas de

limite en +o0.

o

%Proposition 2.25 Limite du produit

On a le formulaire suivant pour la limite du produit dans R. Soient f,g € F (I,R), x¢9 € I. Supposons que
lim f = £ et limg = ¢'. Alors
xo o

Im(fxg) [/ >0 <0 =0|¢=4c0|l =—-x
Zo
£>0 Ex 0| 4xt 0 +00 —00
£<0 x| ext 0 —00 +00
=0 0 0 0 77 77
{ =400 400 —00 77 400 —00
{=—00 —00 +00 77 —00 400

& Attention a la forme indéterminée (+o00) x 0.

WProposition 2.26 Limite du quotient

On a le formulaire suivant pour la limite du quotient dans R
limf =/{etlimg=/¢". Alors
xo xo

. Soient f,g € F(I,R), xo € I. Supposons que

lmf ¢ >0|0<0| =0t ][0=0"|¢=+00]|l=-0c0
xo
>0 e e +00 —00 0" 0~
<0 e e —00 +oo 0~ 0"
{=0" ot 0~ 77 77 0+ 0~
{=0" 0~ ot 77 77 0~ 0t
{=+o00| +o0 —00 400 —00 77 77
f=—-00| —0 +00 —00 400 77 77
AL O o TR .
Attention aux formes indéterminées I et oF (formes indéterminées héritées du produit).
00
Exemple 2.27 :
,/W[:\\
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2
. T . T
lim — = 400 et lim — = 0.
+oo T +o0 22

W Proposition 2.28

Soient f,g € F(I,K) et mp € I. Si lim f = 0 et si g est bornée au voisinage de zg, alors lim (f x g) = 0.
) Zo

Démonstration : Soit ¢ > 0. Alors il existe a; > 0 tel que

M >0,Ve e IN[zg— a1, x0+ 1], |g(z) <M.

Alors, il existe s > 0 (et on peut supposer as < 1), tel que

[/ ()]

€
Vo € IN[zg — ag, zo + azl, SM.
Alors
€
Ve € Iz — anmo+oasl, |f(@)g(x)] = |f (@) Lo ()| < M =,

Donc lim (fg) = 0. Encore une fois, la caractérisation séquentielle aurait pu nous permettre de conclure direc-
To

tement. 0

W Proposition 2.29

Soient I et J deux intervalles de R. Soit f € F (I,J) et g € F (J,K). Soient z € I et yo € J. Si

lim f (z) = yo,

T—To

li =,
Jim g (y)

alors lim (g o f) = £.
T

Démonstration : Supposons que lim f =y et lim g = £. Pour simplifier, on suppose que yo € R. Soit € > 0.
Alors B ’
>0, Vyeld |y—wl<B=lg(y) —{<e
De plus,
Ja>0, Veel, |z—zf<a=|[f(z)-—yl<f=lgof(z)—{<e
On en déduit que lggl (go f)="¢. O

Exemple 2.30 :

Ona lim exp (—332) =0t et lim exp (—xz) =0". En effet,
T——00

lim —x* = —o0,
r——00
De méme,
lim —2? = —o0,
T—r+00

88

T—r+0o0

lim e¥ =0T,
Y—+—00

lim e¥ =0,
Yy——00

. _ .2
lim e % =0T.
Tr—r— 00

. _ 2
lim e % =07.
T—r+00
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6. Limite et relation d’ordre

Evidemment, on considére uniquement des fonctions & valeurs réelles dans cette partie.

Proposition 2.31

Soit f € F(I,R) et soit xg € I. Supposons qu’il existe £ €]0, +o0] tel que lim f = ¢. Alors f est strictement
zo

positive au voisinage de x.

L
Démonstration : Si ¢ = +oo, le résultat est vrai par définition (prendre M = 1). Sinon, posons ¢ = oh Alors

l
VeV, VYrelnV, (—e<f(x)<l+e, 0<§<f(x),

donc f est strictement positive sur V N 1. O

s N

W Proposition 2.32

Soient f,g € F(I,R), zo € I et M € R. Alors

(i) Si f et g admettent des limites en xq et si f < g au voisinage de xg alors
lim f <limg.
o o
(ii) Si f admet une limite en zg et si f < M au voisinage de zo alors
lim f < M.
R

(iii) Si f < g au voisinage de xg et si lim f = +o0, alors g admet une limite en x et
0

lim g = 4o00.
o

Cette proposition englobe aussi les cas ou les limites sont infinies (autrement dit, les inégalités ont lieu dans R).
On pourra évidemment appliquer (i4) avec I'inégalité inverse et (iii) avec I'inégalité inverse quand lim f = —oo.

Démonstration : On suppose que xg € R pour simplifier I’écriture de la preuve. On suppose donc que f

et g admettent des limites en ¢, notées respectivement £ et ¢, et que f < g au voisinage de zg. Les cas infinis
sont évidents, et le cas £ = +00 et £/ = —co est absurde (a faire!). On suppose donc que £, ¢ € R. Soit & > 0.
Alors

Ja>0,Vz el |z —xo| <a=|f(x) -4 <e, T >0Vrel|z—z<a =|g(x)—F<e.
Il existe aussi o’ > 0 tel que
Vz € [zg — ", 2o +"|NI, f(z)<g(x).
En particulier, pour en notant 8 = min (o, o/, @), pour tout & € I N [xg — 8,70 + F],
(<f@x)+e<g@)+e<l +e+e €< +2e.

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on a £ < £'.

(i) | Conséquence directe de (i) lorsque g = M.
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(#74) | Soit M > 0. 1l existe a, @’ > 0 tel que, pour tout = € I,
[z —zo| Sa=f(z) 2 M, |z—z0]<ad =g(z)=f(2).

En notant «” = min (a, ), pour tout € I N [zg — ", zo + "], g (z) > f(x) > M donc lim g = +oc. O
Zo

& Les inégalités strictes ne sont pas conservées par passage a la limite. Si f > M sur I alors lim f > M (si
xo
elle existe). En effet,

1
Vre Ry, —>0, lim - =0.
X

WThéoréme 2.33 Théoréeme des gendarmes

Soient f,g,h € F (I,R) et soit z9 € I. Supposons qu'il existe £ € R tel que limg = limh =fet que g < f < h
Zxo xo

au voisinage de xg. Alors f admet une limite en xg et lim f = /.
o

Démonstration : Soit (u,) € I N convergeant vers xo. Alors, par caractérisation séquentielle de la limite,
lim (h (un)) = lim (g (un)) = £,

De plus, puisque g < f < h au voisinage de x, il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,
9 (un) < f (un) < h(un).

Par le théoréme des gendarmes pour les suites, on en déduit que lim (f (u,)) = ¢. Donc, par caractérisation
séquentielle, f admet une limite en zg et lim f = /. O
Zo

I N

WThéoréme 2.34 Théoréeme de la limite monotone

Soit f € F (I,R) et soit o € I. On suppose que f est croissante sur I. Alors

(i) Sixzo =supl (ou zg = +oo si I n’est pas majoré), alors f admet une limite & gauche en zg, qui est finie
si, et seulement si, f est majorée.
(ii) Sizo =1infI (ou zg = —oo si I n’est pas minoré), alors f admet une limite & droite en zp, qui est finie
si, et seulement si, f est minorée.
(iii) Si xo € I, alors f admet des limites & gauche et & droite finies en z( qui vérifient

lim f < f(z9) < lir+n f.

To 0

Remarque 2.35 : Ce théoréme reste bien évidemment valable pour une fonction décroissante. Il suffit de
renverser le sens de toutes les inégalités et d’échanger "minoré" et "majoré". &

Démonstration : Comme d’habitude, on suppose pour simplifier que zy € R. Les trois cas se démontrent de
maniére trés similaire, on va donc juste montrer le point (7).

Si f n’est pas majorée sur I alors f n’est pas majorée sur I\ {xo} (évident si xy ¢ I, presque évident par
Pabsurde sinon). Alors, pour tout M > 0, il existe z € I'\ {zo} tel que f (z) > M. On pose alors o = 29—z > 0.

Puisque f est croissante alors, pour tout x € [zg — a, zo[, f (z) > M. On en déduit que lim f = +o0.
zg
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Si f est majorée, notons £ = sup f|\ {z,}- Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe x € I'\ {xo}
tel que

l—e<f(x) <L
Notons a = xg — «. Alors, par croissance de f et par définition de ¢, pour tout x € [zg — o, x|,
L—e< f(x) <UL
On en déduit que lim f = ¢. O

To

On déduit de ces résultats un théoréme fondamental en pratique.

Théoréme 2.36 Théoréme des croissances comparées

Soit a > 0. Alors

v Inz
lim — = 4o, lim |z]e® =0, lim =0, lim 2%lnz=0.
2 too @ T——00 z—+oo ¢ z—0t

Démonstration : Soit a > 0.

e La fonction ¢ + e’ —t est positive sur Ry (par convexité ou simple étude de fonction). On en déduit que,
pour tout x > 0

T\, ® v rotl e’ x N
ex —, € —_—, — Q.
P a+1 _a_"_la —(a+1)a+1’ xa—(a+1)a+1 z— o0
e!l)
Donc lim — = +o0.
r—+oo x?
e Soit x < 0. En posant ¢t = —x, on a
tll
lim [|z[*¢" = lim — =0.
T—r—00 t—+o0 e

e Soit > 0. En posant ¢t = Inz, on a

Inz et

lim = lim — = +4o0.
r—+oo @ t—+oco t

e Soit x > 0. En posant t =Inz, on a

lim z%Inz = lim te® =0.
z—0t+ t——o0
III Relations de comparaison
Comme pour les suites, les relations de comparaison vont s’avérer cruciales pour déterminer le comportement

local (ou asymptotique) de fonctions compliquées : on va les comparer & des fonctions connues.

Dans la suite, on introduit les notations de Landau? : 0, O, ~.

1. Fonctions négligeables, fonctions dominées

3. Edmund Lanpau (1877-1938) : Mathématicien allemand. Grosse moustache.
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WDéﬁnition 3.1 Fonction négligeable

Soient f,g € F (I,K) et soit g € I. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xg, si

Ve>0, IVeV,, VeeInV, |f(x)]<elg(z)]|

On note alors f = o(g)ou f(z) = o(g(z))

T—T0o

On remarquera que, si xg € I alors

f =o(9) = f (o) =0.

W Proposition 3.2

Soient f,g € F (I,K) et soit 2o € I. Alors

f=o0(g) < VeV, he FINV,K), {f:gh

xo llmwo h = 0

Démonstration : C’est la définition de limite :
Ve > 0,3V eV, Ve e INV, |h(z)|<e, |f(x)|<celg(z)]

Posons
Veel, h(z)=

Alors, puisque f = o(g) par hypothése,
Zo

Ve>0,3V eV, VzeclInV, |f(z)]<elg(x)]

Sig(z) =0alors |h(z)] =0<e. Sig(x)+#0,alors |h(z)|=
limh = 0. O
o

< . Dans tous les cas, |h(z)| < e donc

Remarque 3.3 : En pratique,* on applique le résultat suivant :

_ o f(@)
f=oly) = ﬂﬁog(x) =0

Exemple 3.4 :
Montrons que

2 = o(Vz), vz = o(2%).

r——+0o0

e Soit x au voisinage de 0". Alors

x—:x5/2—>0, 3 = 0(\/5).

Nz 20+ 20

On comprend ce résultat comme "La fonction cube converge vers 0 plus vite que la fonction racine".

4. Quitte a passer sous silence quelques conditions techniques liées & I’annulation potentielle de f et g en zg.
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e Soit x au voisinage de 4+o0o. Alors

£=x75/2—>0+, Vv = o(a?).

1173 T—+00 T—+00

On comprend ce résultat comme "La fonction cube diverge vers +oo plus vite que la fonction racine".

¢

& 1l faut préciser xg quand on écrit f = o(g). En effet, contrairement aux suites (ot on regarde forcément
o

n — +00), on peut faire des limites en n’importe quel point de I.

&Si f(x) = o0/(0) alors f est nulle au voisinage de zq. En effet, pour ¢ = 1,

Tr—x0
VeV, VeV, |f(x)|<1x0=0.

La réciproque est évidente.

&On ne peut pas définir une fonction avec une phrase du type : "soit f (z) = o (2*)".

WDéﬁnition 3.5 Fonction dominée

Soient f,g € F (I,K) et soit g € I. On dit que f est dominée par g au voisinage de g, si

IM >0, VeV, YeelnV, |f(z)|<Mlg(x)|

On note alors f = O(g)ou f(x) = O(g(x))

T—To

Lorsque l'on sait manipuler des o, on sait manipuler des O. En effet, il suffit de changer Ve > 0 en IM > 0
(c’est donc en général plus facile).

W Proposition 3.6

Soient f,g € F (I,K) et soit xq € I. Alors

f=gh

xo h est bornée au voisinage de xg

f=0(g) < IWVeV,,,3he F(INV,K), {

Démonstration : Par définition,

M > 0,3V €V, Ve e INV, |h(x)| <M, |f ()] < Mlg(x)].

Posons

Ve e, h(as){

L

g_z) Sig(x)#o
0

g
0 sig(x)=

—

Alors, puisque f = O (g) par hypothése,
zo

IM >0,3V eV, Yo e INV, |f(x)|< Mlg(z)].
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Si g(z) =0alors |h(z)| =0< M. Sig(z)#0, alors |h(zx)| = |£ g)) || < M. Dans tous les cas, |h(z)| < M

donc h est bornée au voisinage de x. O

Remarque 3.7 : En pratique, on applique le résultat suivant :

=0y = g est bornée au voisinage de zg.

Zo

¢
Remarque 3.8 : On remarquera donc que :
o f=o0(1) si, et seulement si, lim f = 0.
xo Zo
e f=0O(1) si, et seulement si, f est bornée au voisinage de zg.
Zo
¢

WProposition 3.9 Manipulation de o et O
Soient f,g,¢,v% € F (I,K), soit A € K, et soit x¢ € I. Alors

(i Sifwzo(go alorsfaC:O(go).
(ii Sifzzoo(ga etgxzoo(ga) alors )\f—&—gmzoo(ga).
(iii Sif:(’)(go) etg:(’)(go) alors )\f—i—gw:(’)(go).
o(p)etg= 0(¢) alors fg = o (p¥).
slf—o(@ et g = O () alors fg = o (V).
Slfzo(’)(w) etgz—O@(w) alors fg = O (¢1)).
Sifw:(’)(go) etcpwzo(z/J alorsfzzo(w).
Sif=o(p)et @mzo(’)(w alorsfxzoo(w.

Zo

~ ~—

(iv

(v
(vi
(vii

(viii

)
)
)
) S
)
i)
i)
)

— —

Démonstration : (i) Une fonction tendant vers 0 est bornée.
(ii) La combinaison linéaire de fonctions tendant vers 0 tend vers 0.
(iii) La combinaison linéaire de fonctions bornées est borneée.
(iv) Le produit de fonctions tendant vers 0 tend vers 0.
(v) Le produit d’une fonction tendant vers 0 avec une fonction bornée tend vers 0 (idem pour (vii) et (viii)).
(vi) Le produit de fonctions bornées est borné.

O

2. Fonctions équivalentes

WDéﬁnition 3.10 Fonctions équivalentes

Soient f,g € F (I,K) et soit g € I. On dit que f est équivalente G g au voisinage de xg, si

f;9+0@f

On note alors f ~gou f(z) ~ g(z).
Zo

r—rxo
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W Proposition 3.11

Soient f,g € F (I,K) et soit xg € I. Alors

f=gh
lim,, h =1

f~g = IVeV,,Fhe FUNVK), {

La preuve est similaire & tout ce que ’on a fait auparavant.

Remarque 3.12 : En pratique, on applique le résultat suivant :

f~g < lim f(x)zl
zo T—To g(x)

W Proposition 3.13

Soit ¢ € I. La relation ~ est une relation d’équivalence sur F (I,KK).
zo

Démonstration : Soient f,g,h € F (I,K).

o f—f=0=0(f) donc ~ f, donc ~ est réflexive.
e Supposons que f ~ g Alors il ex1ste v € F(V,K) avec V € V,, telle que f = ¢g et hm<p = 1. En

particulier, ¢ est non-nulle sur un voisinage V' € V,,. Quitte a considérer V' NV, on peut supposer que
VvV’ C V. On définit alors

VeelnV', @)= .
¢ (z)
Alors hm<p =1et g= fp. Donc g~ f donc ~ est symétrique.
° Supposons que f ~ g et g~ h. Alors il ex1ste v, @ vérifiant f = ¢g, g = @h et hmgo = hmgo = 1. Donc
f = hep et lim <p<p =1. Donc f ~ h et donc ~ est transitive.
xo Zo o

On a donc montré que ~ est une relation d’équivalence. O
T

W Proposition 3.14

Soient f,g € F (I,R) et soit x9p € I. Si f ~ g alors f et g sont strictement de méme signe au voisinage de zg,
xo

c’est-a-dire

f@)=0 < g(x)=0
VeV, VezelnV, f@)>0 < g(z)>0
f)<0 < g(x)<0
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Démonstration : Par définition, il existe V € V,, et h € F (V,K) telle que f = gh et lim h = 1. En particulier,
o
h est strictement positive sur un voisinage V' € V,,. On peut supposer V' C V, et alors
f@)=0 < g(@)=0
Vo eV, f(x)>0 < g(z)>0
f(z)<0 < g(z) <0

W Proposition 3.15

Soit f € F (I,K) et soit xg € I. Soit ¢ € K*. Alors

(i) f(x) o ¢ si, et seulement si, zlgl;o f(x)="¢

(ii) f(x) ~ O si, et seulement si, f est nulle au voisinage de x.
T—rTo

WProposition 3.16 Manipulation d’équivalents

Soient £, g,¢,% € F (I,R) et soit 29 € I. Supposons que f ~ ¢ et g ~ 1. Alors
o o
VAEK, Af~Xp, fg~ oy
Zxo To

De plus, si g et ¢ ne s’annulent pas au voisinage de z( (sauf peut-étre en x¢) alors

Démonstration : Par définition, il existe V € V,, et h,x € F (V,K) telle que f = gh, ¢ = 9k et limh =
To
limk = 1. Quitte & considérer un voisinage plus petit, on peut supposer que h et x sont strictement positives

xo
sur V. Alors

fg=v x hg, limhk =1.
o

De plus, si g et ¢ ne s’annulent pas au voisinage de z( (sauf peut-étre en x¢) alors

oot oy
g Y K o K

O

Les équivalents se comportent bien avec la multiplication et la division. Et c’est tout! En régle générale, on
préférera des égalités avec des o pour traiter les expressions compliquées.

& On ne peut pas additionner des équivalents !

Exemple 3.17 :
Notons f:z +— 22 +z et g: x — —z2. Alors

lim f(f): lim (1+i):1, f(z) ~ 22

r—+o0c0 I r—+00 r——+00

On notera que, évidemment, f + g n’est pas équivalent a 0. &
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& On ne peut pas composer des équivalents !

Exemple 3.18 :
Soient f:z+ 2?4+ z et g:x— z2. On a vu que f foltz Cependant, pour x au voisinage de +oo,
oo

2 2

ef(z) e® +x e o7

= =e +00,
et r—4-00

eg(w) - ew2

donc e et e’ ne sont pas équivalents en +oo.. &

La proposition suivante est cruciale pour justifier I'intérét des équivalents : ils servent & calculer des limites de
termes compliqués en les remplacant par des équivalents plus simples.

% Proposition 3.19

Soient f,g € F (I,K), et soit 2o € I. Supposons que f ~ g. Alors f admet une limite en xg si, et seulement,
Zo

si, g admet une limite en xg. De plus, si ces fonctions admettent une limite, alors lim f = lim g.
Zxo xo

Démonstration : Supposons que f admette une limite £ en zy. On sait qu’il existe une fonction h vérifiant
g=fh, limh=1.
o
Donc lim g = lim fh = lim f.
o o o

La réciproque est évidente car ~ est symétrique. O]

Exemple 3.20 :

1  Tcosz
Montrer que la fonction x — — + 5

x x
fg Reponse

Pour z au voisinage de +o0o, on a

Tcosz O(1) 1y /1
a =% =o(z)=-(3)
1  Tcosz

. 1 . ", ..
Or la fonction x — — est strictement positive au voisinage de 4+oco, donc x — — + 5
% x T

L J

est strictement positive au voisinage de +oco.

7cosx

~

1
72 so+oo x

8|~

I’est aussi.

3. Comparaison de fonctions de référence

Proposition 3.21

Soient a,b € R,a < b. Alors

xam_iooo(xb), = o(z).
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Proposition 3.22
Soit, @ > 0. Alors

v !

On peut interpréter tous ces résultats en terme de "vitesse de convergence vers 0" ou de "vitesse d’explosion

vers +oo"®

I N

Proposition 3.23

Soit a € R. On a les équivalents suivants :

2

sinx ~ x |[cosx—1 ~ f% tanx ~ x arcsinx ~ x | arctanxr ~ x
z—0 x—0 - z—0 z—0 z—0
shex ~ x chx -1 ~ & the ~ x argshx ~ x| argthe ~ x
x—0 z—0 - x—0 x—0 z—0
e*—1 ~ z| m(l4+z) ~z |(14+2)"-1 ~ ax
z—0 z—0 x—0

& Par résultats sur la composition de limite, on a le droit de changer de variable dans les équivalents, c’est-
a-dire :

lim u(x) = ug

T g ST 5 s @),

U—UQ

Autrement dit, on peut composer & droite.

% Proposition 3.24

Soient f,g € F (I,R), et soit xo € I. Si f > 0 au voisinage de a (sauf peut-étre en a) alors

Va € R, f;\(;g:>fagoga

On a le droit de composer des équivalents par la fonction x — x si ceux-ci sont strictement positifs (localement).

Exercice 3.25 :
Déterminer un équivalent simple de la fonction partie entiére lorsque x — +oc.

ﬁ Reponse

Soit = au voisinage de +oo. Alors on a par définition

1 E
s-1<E@<s 1-+<Z@ 4
T &
Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =1,donc E(z) ~ «x.
x—r+00 xr T——+00

L J

T

5. Par exemple, z — e~ * converge vers 0 plus vite que = — —
x
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¢
Exercice 3.26 : )
Chercher un équivalent de €** —3e® +2Inz lorsque & — 400, lorsque = — 0 et lorsque = — 1.
fgképouse
e Soit x au voisinage de +00. On a, par croissances comparées,
21 e2:c 2z —a? 2x 22
In(z) =0(e*), —5=e ——0, e zo(e )
e’ T—+00
On en déduit que e2* —3 e® 12Inz ~ —3e°.
r—+00
e Soit z au voisinage de 0. Alors
lim e —3e” = —4, > —3e” =o(ln x).
z—0t
On en déduit que e2* —3 e® 12Inz ~ 2lnz.
r—0t
e Soit = au voisinage de 1. Alors
lim €% —3¢” +2Inz = ® —3e.
z—1
On en déduit que e** —3 e” +2Inz ~ e?—3e.
rx—1
¢
Exercice 3.27 :
Déterminer un équivalent de arcos au voisinage de 1.
fgaéfousc
Pour x au voisinage de 0, on a
x? 9
COS X = (I1—-cosz) ~z*, = oV (1 —cosx)
De plus arcost ﬁ 0 et cosoarcos = Id donc
L—
arcost Kod) V2 (1 — cos (arcost)) = /2 (1 —t)
—
¢

IV Continuité locale

La notion de continuité est intimement liée & la notion de limite. C’est aussi une notion fondamentalement
locale.

1. Notion de continuité

Au contraire des limites, on parle de continuité en un point ou la fonction est définie (et pas lorsque la variable
tend vers une borne de l'intervalle de définition). Concrétement, cela signifie qu’on prendra xg € I.

A

=N
k)
=7
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Définition 4.1 Fonction continue
Soit f € F(I,K) et soit xg € I. On dit que f est continue en x¢ si f admet une limite (finie) en .

On dit que f est continue sur I5 si f est continue en tout point de I. On note C° (I,K) ou C° (1) (lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité) l’ensemble des fonctions continues sur I.

\ J

Cette limite est nécessairement finie car f est définie en zg. En effet, supposons par I'absurde que f admette
+00 pour limite en z( (ici K =R car les limites dans C sont toujours finies). Alors, pour M = f (z¢) + 1,

Ja>0Veel, |z —axo| <a= f(z)> M,

ce qui est impossible car xz( vérifie bien |zg — 2| < . Le cas lim f = —oo est tout aussi absurde.
o

Remarque 4.2 : Tracer la courbe représentative d’une fonction continue correspond moralement & ne pas lever
le crayon, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de "trou" dans la courbe. Lorsqu’on étend cette définition aux fonctions
définies sur un sous-ensemble A de R qui n’est pas un intervalle, il peut par contre y avoir des "trous" (das aux
"trous" dans l’ensemble A). &

Exemple 4.3 :
Les fonctions polynomiales, sin, cos, exp sont continues sur R. La fonction In est continue sur R’ . La fonction

. . 1 . e
x — +/x est continue sur R, . La fonction = — — est continue sur R* (plus précisément, sur R* et sur R*). ¢
x

Proposition 4.4
Soit f € F (I,K) et soit 2o € I. Alors

f est continue en 7o <= zlgla}[) f(x) = f(z0).

TH£xo
De plus, si zg € ID, alors

f est continue en zy < lim f(x)= lim f(z) = f ().

I*}IO CEA)ID

En pratique, c’est cette proposition qu’on utilise étudier la continuité de la plupart des fonctions.

Démonstration : Il ne s’agit ni plus ni moins que de montrer

f est continue en zy <= lim f = f (x0),
zo

dans différents cas de figure. La réciproque étant évidente, on s’intéresse au sens direct. Supposons que f soit
continue en zy. Alors f admet une limite finie £ € K en . Alors

Ve >0,3a>0,Vz e IN[xg—a,z0+al,|f(x) =4 <e, |f(zo)—4¢ <e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que £ = f (zo). O

Définition 4.5 Continuité a gauche ou a droite

Soient f € F (I,K) et 29 € I. On dit que f est continue a gauche en x¢ si lim f = f (x0). On dit que f est

To

6. On peut étendre cette définition & des unions d’intervalles, c’est ce dont on aura besoin en pratique.
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{continue a droite en xg si lir+nf = f(xo).
Zo

Les propositions suivantes découlent directement des propriétés sur les limites.

Proposition 4.6

Soit f € F(I,R) et soit zy € I. Si f est continue en zo et f(zo) > 0 alors f est strictement positive au
voisinage de xg.

Démonstration : Evident, puisque lim f > 0. O
xo

Proposition 4.7

Soient f,g € F(I,K), A€ Ket xzg € I.Si f et g sont continues en xq alors les fonctions f + g, f x g, Af.

Si de plus g (zg) # 0 alors / est continue en xg.
g

L J

Cette proposition implique en particulier que ’'ensemble C° (I, K) est un sous-anneau et un sous-espace vectoriel
de F (I,K).

Exercice 4.8 :

Soient f,g € F (I,R).

1. On note h = max (f, g). Montrer que si f et g sont continues en xq alors h est continue en .
2. Montrer que si f et g sont continues en z( alors min (f,g) est continue en xo.
3. Montrer que si f est continue alors |f| est continue.

fg Reponse

1. Plusieurs cas se présentent :
e si f(xzg) =g (xo), alors on fixe e > 0. Il existe oy, s > 0 tels que, pour tout = € I,

[z =m0l Sn = |f () = fxo) | <&, |z -0l <ag=|g(x) —g(zo)| <e.

On pose donc @ = min (ay, ag). Alors, pour tout « € I N [xg — o, 20 + @], f(x0) = g (x0) = h(x0)
donc

h(wo) —e < f(z) <h(zo) +&, h(zo) —e<g(z) <h(w)+e.

En particulier, h (z9) — & < max (f (x),g(z)) < h(zg) + . Autrement dit, limh = h(z¢). On a
Zo

donc montré que h est continue en xg.
e si f(xg) > g(x0), alors d’aprés la propositiond.6, il existe a; > 0 tel que, pour tout = € [zg —
a,zo+a, f(z)—g(x) > 0. En particulier h = f au voisinage de x, et donc h est continue en x.
e si f(xg) < g(xo), le raisonnement précédent s’applique en échangeant les roles de f et g.
2. On a min (f, g) = —max (—f, —g). Le résultat est clair d’apreés la question 1.
3. On a |f| = max (f4, f-) si K = R. Le résultat est alors clair d’apreés la question 1. Si K = C, il faut
pouvoir composer des fonctions continues (voir proposition suivante).

n
=>4
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Proposition 4.9

Soient I et J deux intervalles de R. Soit f € F (I, J) et g € F (J,K). Soient zg € I et yo € J. Si f est continue
en zp et g est continue en f (xg) alors g o f est continue en .

Toutes les propriétés des limites sont transmises aux fonctions continues.

Exercice 4.10 :
Soit a € R et soit f € F (R, R) définie par

sinx :
=L siz#0

a siz=0

Vo € R, f(x):{

Pour quelles valeurs de a la fonction f est-elle continue sur R ?

On en déduit que f est continue en O si, et seulement si ¢ = 1. Dans la suite, on suppose donc que a = 1.
Alors, pour tout zg € R*, les fonctions sin et x — x sont continues en zy et z¢ # 0 donc f est continue en
zo. Donc f est continue sur R si, et seulement si a = 1.

\ J

¢
Théoréme 4.11 Caractérisation séquentielle de la continuité
Soient f € F (I,K) et xo € I. Alors
f est continue en xg <= V (u,) € I", ( lim w, =29= lim f(u,) = f(xo)) .
n—-4o0o n—-4o0o
Démonstration : C’est une application directe de la caractérisation séquentielle de la limite. O

Proposition 4.12

Soit f € F(I,C) et soit xg € I. Alors f est continue en xq si, et seulement si, Re (f) et IJm (f) sont continues
€n Top

Démonstration : La réciproque est évidente, car f = Re (f) + iJm (f). Supposons donc que f soit continue
en xg. Soit (u,) € T N convergeant vers zo. Alors, par les résultats de convergence des suites complexes,

hmn—)-‘roo Re (f (un)) = Re (f (330))
limyp s 400 Im (f (up)) = Tm (f (20))

nEI—&I—loof (un) =f (!L‘()), {

On en déduit que les fonctions PRe (f) et Jm (f) sont continues, par caractérisation séquentielle de la continuité.

O
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Proposition 4.13

Soit f € F (I,K) une fonction lipschitzienne sur I. Alors f est continue sur I.

Démonstration : Il existe K > 0 tel que, pour tous z,y € I, |f(z) — f(zo)| < Kl|x — xo|. On sait que
)

lim K|z — x| =0 donc lim |f(z)— f(z)| = 0, autrement dit lim f(z) = f (zo). Donc f est continue en
T—rTo Tr—x0 Tr—xT0

zo. Donc f est continue sur I. O

2. Prolongement par continuité

Voyons comment on peut construire une fonction continue & partir d’une fonction qui n’est pas continue a priori.

WThéoréme 4.14 Prolongement par continuité
Soient xo € I et soit f € C°(I'\ {zo}). Si lim f(z) = ¢ €K, alors la fonction f : I — K définie par
T—xo

f(x)  sia#wo

y4 six =g

Vo eI, f(x):{

est continue sur /. C’est I'unique prolongement continu de f sur [.

fest appelé prolongement par continuité de f en xy. On fera naturellement le lien entre ce théoréme et 1’exer-
cice 4.10.

Démonstration : Tout d’abord, on remarque que fest bien un prolongement de f sur I U{zg}, c’est-a-dire
que f = f sur I. Soit g un prolongement de f sur I U {xq}. Puisque f et g coincident sur I, alors g € C° (I).
On a également

r#xo r#xTo
On en déduit que

g€ CY(ITUu{xp}) <= g est continue en 2y <= g (zg) = Jm g () <= g(zg) =¢.

TH#x0
On en déduit que fest continue, et que c’est l'unique prolongement continu de f sur I U {zg}. O
Exemple 4.15 :
R* — R
On pose f : . . <1 (e** —1) (1 —cos ) . La fonction f est clairement continue sur R* comme
X S1n
2
T T

composée de fonctions continues. Par équivalents classiques, on a

2
. 1\ 4z% . 1
f(x) 3, sin (m) 2, Sin (x) 2z.

Comme produit d’une fonction bornée par une fonction tendant vers 0, on a donc lir% f(z) =0. f admet donc
xr—r

un unique prolongement par continuité fsur R défini par

~ xsin (£ six#0
Vz € R, f(x){o () G0
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V  Continuité globale

Dans cette derniére section, on s’intéresse a I'image de fonctions réelles continues sur un intervalle. A partir de
maintenant, les fonctions considérées sont a valeurs dans R et donc K = R.

1. Continuité sur un intervalle

On rappelle que I est un intervalle non-trivial de R.

Théoréme 5.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soient a,b € R tels que a < b et f € F ([a,b],R). Si f est continue sur [a, b] alors

Yy (f(a), fONUF D), f(a)l, Feelab], f(c)=vy.

Démonstration : Supposons que f € C°([a,b]) avec a < b. Pour simplifier, supposons que f(a) < f(b),
et considérons y € [f(a),f(b)].- Siy = f(a) ouy = f(b), il est clair que le théoréme est vrai (prendre
¢ = aouc =b). On considére donc le cas f(a) < y < f(b). Posons E = {z € [a,b]/f (x) < y}. E est
une partie de R non-vide (car a € F) et majorée (par b), donc posséde une borne supérieure ¢ = sup F. Par
caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe (z,) € EN telle que lim 2z, = c¢. Par continuité

n——+0o
de .f: ngr—ir-loof (xn) = f (C) et donc

vneN, f(z,) <y, f(c)<y.

1
D’autre part, ¢ < b donc, pour n € N suffisamment grand, ¢, = ¢+ — €|¢,b]. Donc ¢, ¢ E et lirf Cchp = ¢
n n——400

donc, par continuité de f,

(e+2)>0 1@= tm fle)zn

n—-+oo

Donc f (¢) = y. O

Remarque 5.2 (Preuve par dichotomie) : Une autre méthode pour démontrer ce théoréme est par dicho-
tomie (c’est-a-dire "couper en deux"). On pose ug = a et vg = b.

. Ug + v Ug + v
oS1f< 02 O)Sy,onposeulz 02 Oetvlzvo.
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Ug + Vo
—

o Sif (uo ;UO) > y, on pose u g et vy =

On procéde alors de méme pour définir par récurrence des suites (uy,) et (vy,). On vérifie alors que les suites (uy,)
et (v,,) sont adjacentes, et par continuité de f, leur limite commune ¢ vérifie f (¢) = y. Cette méthode permet
d’approcher numériquement une solution de ’équation f (z) = y. &

Remarque 5.3 : Attention, il n’y a pas forcément unicité de la solution & ’équation f (z) = y. En effet, si on
prend f =sin,a = —7,b = 7 alors ’équation f (z) = 0 posséde trois solutions sur [—7, 7] : —m, 0 et 7. &

Remarque 5.4 : Le théoréme des valeurs intermédiaires est faux pour une fonction discontinue ou pour une
fonction & valeurs complexes :

e Sif:xr (fl)E(w), alors f (0) =1, f (w) = —1 et pourtant I’équation f (x) = 0 n’admet pas de solution.
e Sif:xr e alors f(0) =1, f(7r) = —1 et pourtant I’équation f (x) = 0 n’admet pas de solution. Au

fait, pourquoi f est-elle continue ?

En effet, la courbe représentative peut "sauter 0" (si la fonction est discontinue) ou "contourner 0" (dans C). <

Corollaire 5.5

Soit f € C° (I,R). Alors f (I) est un intervalle.

Démonstration : Soient y1,y2 € f () tels que y1 < yo. Alors il existe x1,29 € I tels que f(z1) = y1 et
f (z2) = y2. Puisque f est continue sur I, f est continue sur [z, zs] U [z2,21]. D’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, pour tout y € [y1,ys], il existe ¢ € I tel que f(c) = y, et donc y € f(I). Donc f (I) est un
intervalle. O

&Si I = [a,b], on n’a pas forcément f (I) = [f (a), f (b)] ou f (I) =[f (b), f (a)]. Par exemple

sin ([0, 27]) = [~1, 1].

Corollaire 5.6

Soit f € F(I,R). Si f est continue sur I et ne s’annule pas, alors f garde un signe constant sur /.

Démonstration : C’est clair par ’absurde. S’il existe a,b € I tels que f(a) < 0, f(b) > 0, alors d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a,b] U [b,a] tel que f(c) = 0, ce qui est impossible par
hypothése. O

Exercice 5.7 :
Montrer que tout polynéme de degré impair posséde au moins une racine réelle.

fg Reponse
d

Soient d € N un entier impair, (ag,...,aq) € Rlet f:z +— Zakmk avec ag # 0. f est une fonction

k=0
polynomiale donc continue sur R. Quitte & considérer — f, on suppose que ag > 0. Alors

d : _ ~ d : _
f (1’) T——00 Qb a:ll}zloo f (SL’) =% f ({E) T—>+00 e mEIPoo f (LE) e
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Par définition, il existe a,b € R tel que
Ve <a, f(z)<-1, Ve>0b, f(z)>1.

En particulier, f (a) < —1 donc a < b. Puisque f (a) < —1, f(b) > 1 et f est continue sur [a, b], alors il existe
¢ € [a,b] vérifiant f (c) = 0.

¢

Exercice 5.8 :
Soient a,b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — [a,b]. On suppose que f est K-lipschitzienne avec K € [0, 1[. On
dit que f est contractante.

1. Montrer que f posséde un unique point fixe ¢ € [a, ].
2. Soit (uy,) € [a,b]" définie par

uo € [a,b], VneN, upt1=f(un).

Montrer que (u,) converge vers £.

ﬁ Reponse

1. On considére g : @ — f(x) — x. Alors g est continue (en effet, f est continue car lipschit-
zienne). D’autre part, g(a) = f(a) —a > 0 et g(b) = f(b) — b < 0. D’apreés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢ € [a,b] tel que g (¢) = 0, et donc f (£) = ¢.

Soient £y, 45 € [a,b] tels que f (£1) = £1 et f (£3) = £5. On a alors
[0 — Lo| = |f (€1) — f(£2) | < K[l — £,

donc [¢; — ls| =0 car K < 1. On en déduit que ¢ = 5.
2. Pour tout n € N, on a

[unt1 — £ = f(un) = f(0) | < Kluy — €]
Par une récurrence directe, on a donc
VneN, |u, —{ < K"ug—4{.

Puisque |K| < 1, on en déduit que lirf |u, — €| = 0, donc lim (u,) = £.
n——+0oo

2. Continuité sur un segment

Dans toute cette partie, on considére a,b € R vérifiant a < b.

Théoréme 5.9
Soit f € F ([a,b],R). Si f est continue sur [a, b], alors

de,d € [a,b], f(c)= r[znbr]l £, fd)= I[r(i%))]( I
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On dit qu’une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration : On va montrer I'existence d’un maximum, et le raisonnement est similaire pour le minimum.

e Si f est majorée, alors f ([a,b]) est une partie non-vide et majorée de R qui admet donc une borne
supérieure M = sup f ([a, b]). Par caractérisation séquentielle, il existe (y,,) € f ([a,b])" telle que lim (y,,) =
M.

e Si f n’est pas majorée, alors on note M = +oo. Par définition, pour tout n € N, il existe y,, € f ([a,b])
tel que y, > n.

Dans tous les cas, il existe (2,,) € [a,b]" vérifiant

Vn € Na f (xn) = Yn, lim f (xn) =M.

n——+oo

La suite (x,,) est bornée, donc d’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite ($¢(n))
qui converge vers d € R. Alors, en passant a la limite,

Vn € N, agxw(n)gb, a<d<b.
De plus, (yw(n)) est une suite extraite de (y,) donc elle admet M pour limite et, par continuité de f, on a

f (d) = lim f (mw(n)) = lim yw(n) =M.

n—-+4oo n——+oo

Donc M est fini (autrement dit, supposer M = +oco était absurde) et on a

f(d)=M =sup f = max f.
[a,b] [a,b]

Corollaire 5.10
Soit f € C°([a,b],R). Alors f ([a,b]) est un segment.

Démonstration : D’aprés le théoréme précédent, il existe ¢, d € [a, b] tels que f (¢) = I[Illbr]lf et f(d) = I[na}f]( I
a, a,
On a donc

f([a,0]) € [f (e), f ()]
D’autre part, on sait que f ([a,b]) est un intervalle et f (c), f (d) € f ([a,b]) donc f ([a,b]) = [f (¢), f(d)]. O

Exemple 5.11 :
Soient f,g € C° ([a,b]) vérifiant
V€ [a,b], f(z)>g(z).
Montrer qu’il existe § > 0 tel que f > g + 5 sur [a, b].

ﬁ Reponse

La fonction f — g est continue sur [a,b] donc il existe ¢ € [a,b] tel que (f —g) (¢) = r[nibr]l(f —g). Notons
a,

d = f(c) — g (c). Puisque ¢ € [a, b], par hypothése on a f (¢) > g (c) donc § > 0 et
Vz €fa,b], f(z)—g(@)=f(c)—9g()=6>0, f(z)=g(x)+5=g(x)+d(z),

donc f > g+gsur [a, b].
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3. Théoréme de la bijection

Proposition 5.12

Soit f € C° (I,R). Alors f est strictement monotone sur [ si, et seulement si, f est injective.

On verra la preuve en exercice. Il est important de noter que 'implication directe est vraie méme si f est
discontinue, et beaucoup plus facile & montrer.

Théoréme 5.13 Théoréme de la bijection (sur un segment)

Soient a,b € R tels que a < b et f € F([a,b],R). Si f est continue et strictement croissante sur [a, b], alors

(i) f réalise une bijection entre [a,b] et [f (a), f (b)].
(ii) La bijection réciproque f~! est continue et strictement croissante sur [f (a), f (b)].

Démonstration : [ étant continue, on sait que f ([a,b]) est un segment. Par croissance de f, on sait que

Vz € fa,b], f(a) < f(x) <fO0), f(lab])=1[f(a), [ ()]

Puisque f est strictement croissante, alors elle est injective. On en déduit que f réalise une bijection de [a, b]
sur f ([a,b]) = [f(a),f (b)]. Cela définit donc une bijection réciproque f~* € F([f (a), f (b)],[a,b]). 1l est
clair que f~' est strictement croissante (évident par 'absurde). Soit yo € [f (a), f (b)]. Pour simplifier, on
suppose que yo # f(a) et yo # f(b). Pour y € I, on pose z = f~ ' (y) et zo = f~' (yo). Soit € > 0 tel que
[xo — €, 20 + €] C [a,b]. Alors

FP) = o) | <e <= |p—mg|<e < mp—e<a<mote < flro—c)<y< flao+e).
Par stricte croissance de f, on sait que
fzo—¢) <yo < f(zo+e),
on pose donc o = min (yg — f (xg —€), f (xo + &) — yo). Alors
ye€yo—ayo+al=>yelflmo—e),flzo+e)] =" (y)—F ().

On a donc montré que lim f~1 = f (y0), donc 71 est continue en yo. Le raisonnement si o est une borne du
Yo

segment image est plus simple, puisqu’on a juste une inégalité a considérer (c’est-a-dire une limite & gauche ou
une limite & droite). O

Le théoréme de la bijection se généralise aux intervalles ouverts ou semi-ouverts sans difficulté, mais les cas sont
beaucoup plus nombreux.

Théoréme 5.14 Théoréme de la bijection (sur un intervalle)

Soit f € F(I,R). Si f est continue et strictement monotone sur I, alors

(i) f réalise une bijection entre I et f (I).
(ii) La bijection réciproque f~' est continue et strictement monotone (de méme sens de variation que f)
sur f(I).

(iii) En notant a = inf I (ou a = —oco si I n’est pas minoré) et b = sup I (ou b = +o0 si I n’est pas majoré),
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on obtient f (I) a l’aide du tableau suivant :

I =a,b] I =la, b] I=1la,b| I =la,b|

Fasaisante | (7 (a). £ 0| [ s )] | 7@ ] | i 2 ]

1 décroissante | [f (b), f (a)] [f(b),limf[ ]limf,f(a)} }llgmf,grpf}

& On peut créer des bijections discontinues qui ne sont pas monotones, mais une bijection continue sera
forcément strictement monotone.

Exemple 5.15 :

L. R — R
Soit f : s r4lng
vérifiant « < z’. Alors

. Les fonctions Id et In sont continues sur R’} donc f € c° (Rj_) Soient z,2’ € RY.
/ ’ / x/
f@)=fx)=2"—x+Inz —lnlen; >0,

!/
x . .
car — > 1. Donc f est strictement croissante sur R’ . Enfin, on calcule
x

lim x+1Inx = —o0, lim z+Inx = +o0.
z—0+ T—+00
D’aprés le théoreme de la bijection, f réalise donc une bijection de R’ sur R. &

Exercice 5.16 :
Soit f € € ([0,1], [0, 1]).

1. Est-il possible que f soit injective ?
2. Est-il possible que f soit surjective?
3. Est-il possible que f soit bijective ?

ﬁ Reponse
1. x — x vérifie ces conditions.
2. x — sin (7z) vérifie ces conditions.

3. Supposons par I'absurde que f soit bijective. Alors f est strictement monotone donc, par le théoréme
de la bijection,

F([0,1]) = [f (0), lim f[U] lim £, f (0)].

Autrement dit, f ([0, 1]) est semi-ouvert, ce qui est impossible si f ([0,1]) = [0, 1].

4. Continuité uniforme

n
=>4
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Définition 5.17

Soit f € F(I,K). On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0, Ja>0, Ve,yel, |z—y|l<a=|f(z)-f(y]|<e

& Ici, a ne dépend pas du point ou 'on regarde la continuité. En particulier, une fonction uniformément
continue est continue.

& Contrairement & la continuité, la continuité uniforme est une notion globale. Cela n’a aucun sens de dire
que " f est continue uniformément en xg € I".

s N

Théoréme 5.18 Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme

Soient f € F (I,K). Alors

f est uniformément continue sur

— V(un),(vn)eIN, (lim (U, —vp) =0= lim (f(un)—f(vn)):())

n——+oo n—+oo

Démonstration : Soient (uy,), (vn) € I telle que lim (u, — v,) = 0. Soit eps > 0, il existe v > 0 tel que
Ve,yellz—yl<a=|[f(z)-f(y)|<e

De plus, il existe N € N tel que
Vn > N, |u, — vp] < a.

On en déduit que
Vnz N, |f(un) = f(vn)| <e,

ce qui achéve la preuve de I'implication.

On va montrer la contraposée. Supposons donc qu'’il existe € > 0 tel que pour tout o > 0, il existe u,v € [

1

vérifiant |u —v| < aet |f (u) — f (v) | > e. En particulier, notons pour n € N*, a, = —. Alors il existe u,, v, € T
n

tels que |un, — vn| < @ et |f (un) — f (vn) | > €. On vient donc de construire deux suites (u,) et (v,) dont la

différence tend vers 0 mais telles que (f (uy,) — f (v,,)) n’admet pas 0 pour limite, ce qui achéve la preuve de ce
théoréme. O

Exemple 5.19 :
Montrons que exp n’est pas uniformément continue sur R. On pose

1
VHGN*, I'n:n‘i‘ﬁ, Yn = N.

Il est clair que lim (z, — y,) = 0. En revanche,
n—-+oo

n

[§
e’r —e¥n =" (el/" —1) ~  — ——— +00.
n—-+o0o N n—+oo
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Théoréme 5.20 Théoréme de Heine”

Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

Démonstration : Soient a,b € R tels que a < b et soit f € C° ([a, b]). Supposons, par I’absurde, que f ne soit
pas uniformément continue. Alors

Je > 0,Ya > 0,3 (x,y) € [a,b)% (|l —y| < aet |f(z)— f(y) ]| >e).

1
Soit un tel € > 0. Alors, pour tout n € N*, il existe (2, yn) € [a, b] vérifiant |z, —y,| < - et |f (zn)—f (yn)| > €.

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une suite (J%(n)) convergeant vers x € [a, b] puis
une suite (Ypop(n)) convergeant vers y € [a, b]. Alors la suite (Zp0y(n)) converge aussi vers  et, en passant a la
limite,

1
n

D’autre part, par continuité de f, on a

lim f(en)=f(2), M f(y)=f(y)=f(2).

n—-+oo

En passant une nouvelle fois & la limite, on a

VneN, [f(zn) = fyn)|>e 0=|[f(z) - f(y)|>e,
ce qui est impossible. O
Exercice 5.21 :

Montrer que toute fonction lipschitzienne est uniformément continue, et que toute fonction uniformément conti-
nue est continue. Que peut-on dire des réciproques ?

f! Reponse

. . . I €
Soit f une fonction K-lipschitzienne sur I. Alors, pour tout € > 0, posons a = i On a, pour tous
z,y €1,

€
o —yl<a=|f@@) - fWI< Kz -yl <K =e¢,
donc f est uniformément continue. La réciproque est fausse car « — /z est uniformément continue sur
le segment [0, 1] (d’aprés le théoréme de Heine) mais pas lipschitzienne.
e Par définition, uniforme continuité implique continuité. De plus, la fonction exp est continue mais pas
uniformément continue sur R.

7. Eduard HEINE (1821-1881) : Mathématicien allemand.
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A connaitre a la fin du chapitre

Limites

e Manipulation et calcul de limites pour des fonctions : en pratique, et en revenant & la définition.

o Calcul effectif de fonctions équivalentes et de fonctions négligeables.

e Connaitre les résultats vrais pour les fonctions & valeurs réelles et ceux pour les fonctions a valeurs
complexes.

Continuité

Etre a I’aise avec les notions de comportement local.

Comprendre les notions de continuité et de discontinuité.

Connaitre et savoir appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d’un segment ou d’un intervalle par une fonction continue (fonctions & valeurs réelles uniquement).

Pour aller plus loin

e Fonctions localement lipschitziennes
e Autres notations de Landau : ©,Q, w.
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CHAPITRE [

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Heureusement qu’on la connaissait cette racine,
sinon on était dans la m****,

Gad Elmaleh

Quel est le lien entre la trajectoire d’un boulet de canon, I’équation différentielle v — 2y’ + v = 0, la suite
(4""'2 + 2 x 3")n20 et un développement limité? Réponse : les polynémes! Plus qu’une simple fonction réelle,
un polynéme est aussi un objet algébrique dont I’étude est liée & de nombreux domaines des mathématiques.
Dans ce chapitre, on s’intéresse & la construction des polynoémes, & leurs liens avec les fonctions et évidemment
a leurs racines. On parlera également d’arithmétique sur les polynomes, qui fonctionne globalement comme
I’arithmétique sur les entiers. On conclura le chapitre avec les fractions rationnelles, a des fins pratiques, comme
par exemple pour intégrer des fractions compliquées.

Dans tout ce chapitre, K =R ou C.*

I Ensemble des polyndmes

1. Structure de K[X]

WDéﬁnition 1.1 Polynéome

On appelle polyndme a coefficients dans K toute suite (ay), oy € KN nulle & partir d’un certain rang. On note
I’ensemble de ces polynomes :

K[X] = {(an)neN € KN/H’N/O e N,Vn > ng,a, = O}

Il convient évidemment de penser & un polynéome comme a un élément de la forme ag + a1z + asz? +azz® + . ..
pour = € K. Nous verrons un peu plus loin le rapport entre ces deux approches. En gardant cette interprétation
en téte, on peut définir des opérations sur les polyndmes.

1. En régle générale, on peut faire des polynémes sur un corps commutatif , voire sur un anneau commutatif intégre.
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WDéﬁnition 1.2 Opérations sur les polyndmes
Soient deux polyndomes P = (a,,) € K[X] et Q@ = (b,,) € K[X], et soit A € K. On définit :

o P+ Q € K[X] tel que P+ Q = (an + bn), cn-
n
e PxQeK[X]tel que Px Q= <Zakbn_k
k=0

o X\ P ecK[X]tel que A- P = (\ay)

neN

neN”

La multiplication sur les polyndmes est évidemment définie de cette maniére pour qu’on ait 1’égalité suivante,
pour tout z € K :

On remarquera que, dans la suite, on pourra omettre d’écrire - ou x puisque

PxQ=QxP, M(PxQ)=A-P)xQ=Px(\-Q).

Proposition 1.3 Structure de l’ensemble des polynomes - Admis

(i) L’ensemble (K[X], +,-) est un K-espace vectoriel.
(ii) L’ensemble (K[X],+, x) est un anneau commutatif.

On dit que ’ensemble K[X] est une K-algébre commutative. > Pour la suite, rappelons le symbole de Kronecker :

1sik=
Vk,n € Z, m{ e
' 0 sinon

On remarquera que

e Deux polynomes P = (a,) et Q = (b,) sont égaux, si et seulement si, Vn € N, a,, = b,,.

e La suite nulle (0,0,...) est un polynome : on I'appelle polynéme nul. Puisqu’elle est ’élément neutre pour
+, on la note naturellement 0.

e La suite (50.n),cy = (1,0,0,...) est un polynome. De plus, elle est I’élément neutre pour x, on la note
donc naturellement, 1.

Définition 1.4 Indéterminée

On note X = (61,n),,cy = (0,1,0,0,...) le polynéme dont le seul terme non-nul est le second. On I'appelle
indéterminée.

W Proposition 1.5

On a, pour tous p,q € N*, X? = (6,,), o €t X779 = XP x X1,

2. C’est-a-dire que K[X] est & la fois un K-ev et un anneau commutatif, et que A\- (P x Q) =(\A-P) x Q=P x (A-Q).
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Par convention, on notera évidemment X° =1 = (60.n) pen-

Démonstration : On montre par récurrence sur p que X? = (0, )

neN”
Initialisation | X = (517n)n€N, c’est évident.
Soient p,q € N* et supposons que X” = (Jp,n),, - Alors,
n
XPH = XPx X = <Z 5p,n—k517k’> = (5p,n—1)ngN = (5p+17n)n€N-
k=0 neN

Donc la propriété est vraie au rang p 4+ 1 et donc pour tout p € N. Il ne reste plus qu’a vérifier que

XPXT7— XP x X9 — (Z 5p7n_k5q7k> = (Opn—g)nen = Optan)pen = beaxd
neN

k=0

O

On remarquera qu’on peut exprimer tout polynéme comme combinaison linéaire des polynoémes 1, X, X2 ...

En effet, pour tout P = (a,) € K[X], il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, a,, = 0. Alors

no no
P = (ag,a1,...,0n,,0,0,...) = Zak (Orm) = Zaka'.
k=0 k=0
A partir de maintenant, on écrira donc
no oo
P=> Xt =) aX*.
k=0 k=0

& 11 est sous-entendu dans cette derniére écriture que la suite (a,) est nulle & partir d’un certain rang.

& X est un symbole, et pas une variable (réelle ou complexe).

Exercice 1.6 :

Calculer (X* +3X +2) x (X®+ X — 1) avec les deux écritures possibles pour les polynomes. o

2. Degré d’un polyndtme

WDéﬁnition 1.7 Monome

e On appelle mondéme tout polynome de la forme a, X* pour k € N.
o0
e Soit P = Zaka € K[X]. On appelle coefficient de XF le scalaire ay. On appelle terme de degré k de

k=0
P le monéme a, X*.
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W Définition 1.8 Degré

Soit P = Zaka € K[X]. On définit le degré de P par :
k=0

max{k € N/a, #0} siP#0
—00 siP=0"

deg (P) = {

11 est clair que le degré est bien défini car la suite (a,) est nulle & partir d’un certain rang. On note parfois
d°® = deg.

o
De maniére équivalente, si P = Z apX* € K[X]\ {0} alors
k=0

ad#o

degP =d <~
Vk>d, ap=0

& Attention & ’erreur ultra-classique :

d
P=> a,X" = degP =d.
k=0

WDéﬁnition 1.9 Polynéme unitaire

P

Soit P = Zaka € K[X] \ {0} un polynome de degré p € N (c’est-a-dire que a, # 0). On appelle terme
k=0

dominant de P le mondme a,XP?. On appelle coefficient dominant de P, et on note, dom (P) = a,. Un

polynéme dont le coefficient dominant vaut 1 est dit unitaire .

Par convention, on pose

e deg(0) = —c0
e dom (0) = 0.

On dira parfois qu’on normalise P = apXP +ap_1Xp_1 +---4a1X +ag en le divisant par son terme dominant :

Ap_1 _ aq ap
XPp2=Xr =X+ —
ap ap ap

On emploie donc parfois le terme normalisé au lieu d’unitaire. On notera aussi que

degP=—-00 < P=0, degP=0 <= PeK".

Proposition 1.10
Pour tous P,Q € K[X]\ {0}, € K*, on a

(i) deg(PQ) = deg(P) + deg (Q) et dom (PQ) = dom (P) dom (Q).
(ii) deg (P 4 Q) < max (deg P,deg@). De plus,

deg P = deg@Q

deg (P < deg P, d —
eg (P + Q) < max (deg P, deg Q) {domP:_domQ
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[ (i) deg (AP) = deg (P) et dom (AP) = Adom P. J

Avec cette proposition, on comprend mieux les conventions deg 0 = —oo et dom 0 = 0, qui permet de généraliser
au polynome nul les formules précédentes.

P q
Démonstration : Soient P,Q € R[X]\{0}. Posons P = Z arXFet Q = Z b X" avec deg P = p,degQ = ¢

k=0 k=0
(autrement dit, a, # 0 et a, # 0.
') k
(i) On rappelle que PQ = chXk avec ¢ = Zaibk_i. Puisque a; = 0sii>pet b; =0sij > q,il est
k=0 i=0

clair que ¢p+q = apby # 0 et, pour tout k > p+ ¢, ¢, = 0. Donc deg PQ) = p + ¢ et dom (PQ) = a,b,.

(ii) Ona P+ Q = Z (aj + bi) X*. Puisque pour tout k > max (p,q), ar +bx = 0, deg (P + Q) < max (p, q).
k=1
On peut supposer que p > ¢q. Alors

by = — —
deg (P + Q) <max(p,q) <= a, +b, =0 < {bp#oap = {ap 4
p
(iii) Evident.

Exemple 1.11 :

Posons P =2X? —3X —let Q = (X — 1) (X — 3) (X + 1). Par définition, on a deg P = 2. De plus, Q est un
polynoéme (comme produit de trois polynomes) et son degré vaut deg@ = 1+ 1+ 1 = 3. On en déduit sans
calculs que

deg (PQ) =5, dom(PQ)=2, deg(P+Q)=3, dom(P+Q)=1.
&

On retiendra de la propriété précédente qu’il faut faire attention au degré de la somme de deux polynémes. On
en tire également des conséquences fondamentales relatives & 'anneau K[X].

Corollaire 1.12

(i) L’anneau K[X] est intégre.
(ii) Les éléments inversibles de K[X] sont les polynomes de degré 0, c’est-a-dire les polyndmes constants
non-nuls.

On rappelle qu’un anneau est intégre si :

VP,Q € K[X], PQ=0 < P=0o0uQ@=0.

Démonstration : (i) Soient P, € R[X]. Alors, par contraposée
P#0 degP >0
70 e P =0 P des > 0= PO £0.
Q#O deg@ >0

(ii) Ilest clair que les polynomes de degré 0 sont inversibles, car ce sont les éléments de K*. Montrons 'inclusion
réciproque en prenant P € K[X] inversible. En particulier, P # 0. Il existe @ € R[X]\ {0} tel que PQ = 1.
Donc deg (P) + deg (Q) = 0 et deg (P), deg (Q) € N donc deg (P) = 0.

O
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WDéﬁnition/Proposition 1.13

Pour tout n € N, on définit I’ensemble des polynémes de degré inférieur a n

K,[X] = {P € K[X]/deg P < n}.

Alors K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Exemple 1.14 :
Ko[X] = {M/A €K} =K et Ky [X] = {aX + b/ (a,b) € K?}. %

Démonstration : 1l est clair que K, [X] C K[X] (qui est un espace vectoriel) et que 0 € K, [X]. Soient
P,Q € K,[X] et A\, p € K. Alors
deg (AP + p@Q) < max (deg (A\P) ,deg (1#Q)) < max (deg P,deg Q) < n.

Donc AP + p@ € K, [X]. Donc K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. O

Exercice 1.15 :
K,,[X] est-il un sous-anneau de K[X]?

fg Reponse

Sin > 1,K,[X] n’est évidemment pas un sous-anneau de K[X]. En effet, il n’est pas stable par produit :
X" x X" = X?" ¢ K,[X]. En revanche, Ko[X] = K est bien un sous-anneau de K[X].

3. Polynéme dérivé

S’il convient de différencier "polynome" et "fonction polynomiale", il est évident que les deux notions possédent
d’importantes connexions. C’est pourquoi on définit sur ’ensemble des polynémes des applications similaires &
celles définies sur les fonctions : la dérivation et la composition.

Définition 1.16 Dérivation

On définit Papplication "Dérivation" sur K[X] :

K[X] — K[X]
> apx*t Z (k+1)apq X"
k=0 k=0

Le polynome D (P) est appelé polynéme dérivé de P, on le note aussi P’.

& Il s’agit d’une définition. En particulier, on ne parle pas ici de dérivabilité : ’application D est bien définie
sur tout K[X]. Il ne faut pas confondre polynome et fonction polynomiale (nous reviendrons la-dessus plus tard).
Pour ce qui est des calculs, on dérive exactement comme on en a I’habitude :

oo

VneN*, D(X")=nX""1, D (Z akX’“> =Y (k+1) apa X* ZkakX" !
k=0

k=0
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On définira avec les notations usuelles,

PO =p wvpeN, PV =D (P(")) .

Exemple 1.17 :
Si P=2X2—-3X+6, alors P’ =4X — 3.

I. ENSEMBLE DES POLYNOMES

Proposition 1.18

(i) D e £L(K[X]).
(ii) L’application D vérifie

VP,Q e R[X], (PQ) =PQ + PQ.
(iii) Pour tout P € R[X],

deg(P)—1 sidegP>1
deg (P ) {—oo si degP <0

Démonstration : Soient P = Zaka Q= Zkak deux polynomes.

k=0 k=0
(i) Soient A, 1 € K. On a
D (AP +pQ) = <Z (Aak + pby) X ) =) (A(k+1)appr+p(k+1)bpi1) X
k=0 k=0

Z (k+1) ap 1 X" +NZ k+1) b1 X* = AD (P) + uD (Q).

= k=0

Donc D est une application linéaire.
(ii) Pour tout p,q € N*, on a

D(XPX9) = (p+q) XPTI7 1 = pXP~1X9 4+ ¢X9'XP = QD (P

)+ PD(Q).

La formule précédente reste vraie pour p = 0 ou ¢ = 0 puisque X" =1 et D (X") = 0. Alors,

D (X*Q) = (Z kakXP> = ika (XFxP) = ika’“D XP
k=0

k=0
= X"D(Q) + @D (X*)

k=0

=D <Z akaQ> => aD (X*Q) =) axX"D(Q)+
k=0 k=0 k=0

=PD(Q)+QD(P)

+ ) by (k) XFTIXP
k=1

i ar, (k) X*71Q
k=1

(iii) 11 est clair que si P € K alors D (P) = AD (X°) = 0. D’autre part, si deg P = p € N*, alors a, # 0 et

M8

Vk > p,a, = 0. Puisque D (P) =

=
Il
o

Exercice 1.19 :
Déterminer ker D et Im D.

(k+1)ap1 X", deg (D (P)) =p

— 1 par définition.
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fg Réponse

1. D’apreés le point (i4i), on a montré que, pour tout P € K[X],

PekerD < P' =0 < degP' = -0 < P eKy[X],

donc ker D = K[ X].
2. On va montrer que D est surjective en un cherchant un polynéme "primitive" avec les outils usuels.

+oo
Soit P = Zaka € K[X]. On pose alors
k=0
= a X a1
=) —— XM =) xh
Q=2 LT

Alors D (Q) = P et donc Im D = K[X].

4. Composition de polynémes

WDéﬁnition 1.20 Composition de deux polynomes

p
Soient P, @ € K[X], on note P = Z arX* avec p € N. On définit le polynome composé
k=0

p
PoQ=> aQ"
k=0

On note aussi Po @ = P (Q).

Cette formule fonctionne, encore une fois, comme la composition de deux fonctions. En particulier, par définition,
P (X) = P.? On notera également que o n’est pas commutative :

0ol=0, 1o00=1.

Exemple 1.21 :
SiQ=1+X,o0na

ro-Eneces (S 0))-E5 0 - Z & 0)~

k=0 k=0 =0 k=0 i=0

Exercice 1.22 :
Soit P € R[X] tel que P = P o (—X). Montrer qu’il existe Q € R[X] tel que P = Q o X2

3. Attention, si f: E — F alors f (x) # f! Par contre on a bien foldg = f.
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fg Réponse
p

Notons P = Zaka. On a
k=0

P(-X)=Y ax(-X)" =" (D arX* => " ar X"
k=0 L= k=0

0

Donc pour tout k € N, a; = (—1)" a;. Donc k =1 [2] = a; = 0. On en déduit que

o0
P=ag+axX?® +asX*+-- ZZagkXQk.
k=0

En posant QQ = Zagk, onaP=Q (XQ).
k=0

¢
Exercice 1.23 :
Soient P, Q € R[X]. Déterminer deg (P o Q).
fgké_)wuse
P
Notons P = Z ap X". Supposons que deg P = p,degQ = q avec p,q € NU {—o0}.
k=0
e Sip=—occalors P=PoQ =0.
e Sip=0alors PoQ =PetdegPoQ =0=pq.
e Sip>1, alors
D p—1
PoQ=> arQ"=a,Q"+> arQ".
k=0 k=0
D’une part, a, # 0 et deg (QF) = pdeg @ = pq donc deg (a,Q") = pq. D’autre part,
p—1
deg <Z akQ’“) <(p-1)q
k=0
— Sig>1alors (p—1)g < pq et deg (P o Q) = pq.
— Si ¢ <0, alors il existe A € K tel que @ = A. Alors deg (Po @) <0 et
deg(Po Q) =—00 <= P()\) =0 <= X est une racine de P,
ou 'on définira les racines plus tard dans le cours.
Il convient de remarquer qu’en général, la relation deg (P o Q) = deg P deg Q) est fausse.
¢
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II Arithmétique des polyndmes

Dans cette section, on va voir que Parithmétique sur K[X] permet de définir toute la structure de ’ensemble
des polynémes, et fonctionne exactement comme l'arithmétique sur Z. Cette section suit donc exactement le
méme plan que le chapitre d’arithmétique.

1. Divisibilité

Définition 2.1 Multiple et diviseur
Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B si

IPeK[X], AP=DB.

Dans ce cas, on note A|B et on dit que B est un multiple de A, ou que A est un diviseur de B. On note
I’ensemble des multiples de A

AK[X] = {P € K[X]/A|P} = {PA € K[X]/P € K[X]}.

B
& Meéme si A|B, on n’écrira jamais 1 en travaillant avec des polynomes. *

Proposition 2.2

(i) La relation | est réflexive et transitive sur K[X].
(i) VA, B € K[X],

A|B <= VA e K" A|(AB) < VA e K", (\A)|B.
(i) VA € K[X],1]4, A|A, A|.
(iv) VA € K[X],0|A < A=0.
(v) VA, B, P € K[X],

(P|Aet P|B) <= (VU,V € K[X],P| (AU + BV)).
(vi) VA, B e K[X],

(A|B et BJA) < A€ K", A= )\B.

(vii) YA, B € K[X],

(A|B et B #0) = deg A < deg B.

D’aprés le point (i¢), on remarquera que multiplier par A € K* ne change rien a la relation de divisibilité,
tout comme la divisibilité ne dépend pas du signe dans Z. Autrement dit, K* joue le role de {—1,1} : il s’agit
de I'ensemble des éléments inversibles. Dans la suite, on s’intéressera donc souvent seulement aux polyndmes
unitaires.

Démonstration : | (i) ~ (v) | Aucun probléme.

m La réciproque étant évidente, on montrera simplement l'implication. Soient A, B € K[X] tels que A|B et
B|A. Alors il existe P,Q € K[X] tels que AP = B et BQ = A. Donc APQ = A et A(PQ — 1) = 0. Puisque

4. Cela s’appelle une fraction rationnelle, et c’est I’objet de la derniére partie de ce chapitre.
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Panneau K[X] est intégre, A =0 ou PQ = 1. Si A =0, alors 0| B donc B =0, donc A = B. Si PQ = 1, alors Q
est inversible et on a trouvé @ € K* tel que A = QB.

(vii) | Soient A, B € K[X] tels que A|B et B # 0. Alors il existe P € K[X] tel que AP = B et P # 0. Donc
deg B = deg A + deg P > deg A. O

Définition 2.3 Polynémes associés

Soient A, B € K[X]. On dit que A et B sont associés s'il existe A € K* tel que A = A\B.

Exercice 2.4 :
Montrer que la relation

A~ B <= A est associé & B

est une relation déquivalence sur K[X]. O

Définition 2.5 Polynéme irréductible

Soit A € K[X]. On dit que A est irréductible dans K[X] si deg A > 1 et si les seuls diviseurs de A sont les
polyndmes associés & A et les polynodmes inversibles.

Les polynomes irréductibles dans K[X] sont I’équivalent des nombres premiers dans Z. De facon équivalente, A
est irréductible si, pour tout P,Q € K[X],

A=PQ=PecK"ouQ@eK".

Exemple 2.6 :
Le polynéme X3 — X2 + X — 1 n’est pas irréductible car

XP-X?+X-1=(X-1)(X*+1).

e X — 1 est irréductible (dans R[X] ou C[X]) car, pour tous P,Q € K[X] tels que X — 1 = PQ, alors
deg P+ deg@ = 1 et donc deg @ = 0 ou deg P = 0.

e X% +1 nest pas irréductible dans C[X], car X? 4+ 1 = (X — i) (X +1).

e Soit P € R[X] un diviseur de X2 4 1 (dans R[X]). On peut supposer que P est unitaire. Alors il existe
Q € R[X] tel que PQ = X? 4 1. Supposons par Iabsurde que P ne soit pas un diviseur trivial de X2 +1,
c’est-a-dire que deg P = 1. 1l existe a,b,c € R tels que

P=a+X, Q=b+cX, c#0, X?>4+1=cX’+ (ac+b)X +ab.

Par identification des coefficients, on a donc ¢ = 1,b = —a et donc —a® = 1, ce qui est impossible car
a € R. Donc X? + 1 est irréductible dans R[X].

¢

& On fera attention de toujours préciser si un polynéme est irréductible dans R[X] ou dans C[X] si le contexte
n’est pas évident.

T v i i
Remarque 2.7 : En prenant un peu d’avance sur la suite du cours, on remarque qu’on peut factoriser un
polynome en trouvant ses racines. Cependant, un polynéme qui n’a pas de racines réelles peut parfois se factoriser
dans R[X] :

X4+1:(X2+1+\/§X) (X2+1—x/§X).

Le but de la suite du cours est donc de déterminer quels sont les polynomes irréductibles de R[X] et de C[X]. <&
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W Proposition 2.8

Les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans K[X].

Théoréme 2.9 Décomposition en produit de facteurs irréductibles - Admis

Soit A € K[X] tel que deg A > 1. Alors il existe A € K*,r € N*, (P,... P.) € K[X]" distincts, irréductibles
dans K[X] et unitaires, et (a1,...q,) € (N*)" tels que

A:)\ﬁPfi.
i=1

De plus, cette décomposition est unique (a l'ordre prés des facteurs P;).

& Cette décomposition est unique lorsque K est fixé. En effet, on peut avoir deux décompositions différentes
dans R[X] et dans C[X]. Par exemple,

X2 41=X24+1=(X —i)(X +1i).

Démonstration : La preuve se fait exactement comme dans Z, et nécessite donc 1'utilisation du théoréme de
Gauss ou du lemme d’Euclide. Elle est laissée en exercice pour les plus motivés. O

On en déduit un critére pratique pour déterminer si un polynéme en divise un autre.

Lemme 2.10 Admis

Soient A, B € K[X], A # 0,B # 0. Il existe »r € N*, P;,..., P. € K[X] irréductibles et unitaires, et il existe
iy B, .., 8 € Net A, u € K* tels que

A:Aﬁp,;"k, B:uﬁP,f’“.
k=1 k=1

De plus,

A|B <<= Vke[1,r],ar < B.

De cette partie préliminaire sur 'arithmétique des polynoémes, on peut déduire la correspondance suivante :

K[X] Z
K* {-1,1}
A~B a=*b
Coefficient dominant Signe
Polynomes unitaire N*
Polynomes irréductibles unitaires | Nombres premiers

2. Division euclidienne
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Définition/Théoréme 2.11 Division euclidienne®polynomiale - Admis

Soient A, B € K[X]. Si B # 0 alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X] tels que

A=BQ+ R, degR < degB.

Alors QQ est appelé quotient et R est appelé reste dans la division euclidienne de A par B.

Il y a deux points importants a noter :

e Avec les notations précédentes, on remarquera que B|A si, et seulement si, R = 0.
e Comme dans Z, on peut effectuer l’algorithme d’Euclide (c’est-a-dire des divisions euclidiennes succes-
sives), qui donne le PGCD de A et B.

Démonstration : La preuve du théoréme est similaire & celle de Z. On peut montrer 'unicité facilement.
Soient Q1,Q2, R1, Re € K[X] tels que

A=BQi+ Ry =BQy+ Ry, degR; <degB, degRy <degB.
Alors

0=A—-A=B(Q1—Q2)+ (R1 —Rz), B(Q2—Q1)=R;—Ry.
Si Q1 # Q2 alors deg (B (Q2— Q1)) > deg B > deg (R; — Rs) ce qui est impossible. Donc Q; = Q2 et donc
Ri=A—BQ,=A—BQy=Ro. 0

On admet la preuve du théoréme, pour se concentrer sur la méthode effective de division euclidienne entre deux
polyndmes.

Exemple 2.12 :
Effectuons la division euclidienne de 3X3 +2X? —7X + 6 par X + 2 :

3X? —4X +1
X+2 V3X3+2X2-7X+6
3X34+2X2 —7X +6 | X +2 3X3 4+ 6X2
—4X?-7X +6 [3XZ—4X +1 —AX7-TX +6
X+6 ’ —4X% - 8X
4 X+6
X +4
1
Donc 3X% +2X? —7X +6 = (X +2) (3X% —4X +1) +4. &

Exemple 2.13 :
Comment montrer que X2 + X + 1 divise 2X* — X3 — 2X + 17 En effectuant la division euclidienne, pardi!

2X4 - X3 —2X+1|X%2+X+1
—3X3-2X2-2X+1[2X%2-3X

X?+X+1
0
On en déduit que le reste dans la division euclidienne de 2X* — X? — 2X + 1 par X2+ X + 1 est 0, et donc
X% 4+ X +1 divise 2X* — X3 —2X + 1. o
Exercice 2.14 :
R\ {-1} — R
Déterminer une primitive de la fonction f : . 3x3 + 22 +22+5 .
T
z+1

5. EucLIDE (vers 300 av. J.C.) : Mathématicien grec.
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fg Réponse

En effectuant la division euclidienne de 3X2 4+ X2 4+ 2X + 5 par 1 4+ X, on trouve

3X°+X?+2X +5=(14+X) (3X* —2X +4) + 1.

1
On en déduit que pour tout = # —1, f (z) = 322 — 2z 4+ 4 + 112 Une primitive de f sur R\ {—1} est donc
5

F:zez® -z +4z+In|l +z|

¢

Exercice 2.15 :

Soient Ay, A2, B € K[X], B # 0 et soient A;, A2 € K. On note Q; et R; le quotient et le reste de la division
euclidienne de A; par B. Déterminer le reste de la division euclidienne de \; A1 + Ay As par B.

g Reponse

On a, pour tout i € {1, 2},

On en déduit que

AMAL+ XA = B(MQ1 + AaQ2) + (MR + MaRa) . (%)

On remarque alors que

deg (M Ry + A\aRs) < max (deg (A R1),deg (A2R2)) < max (deg (R;),deg (R2)) < deg B.

On en déduit que (*) est la division euclidienne de A\; A; + Ay Ay par B.

Note : Cela revient a montrer que le quotient et le reste dans la division euclidienne par B sont linéaires (en le
polynome A). &

3. Polynbémes premiers entre eux

Définition/Théoréme 2.16 PGCD

Soient A, B € K[X], A # 0, B # 0. On appelle PGCD de A et B, et on note A A B 'unique polynéme unitaire
vérifiant
P|A

< P|AANB.
P|B

VP € K[X], {

Démonstration : Soient D; et Dy deux polyndémes vérifiant

PlA

VP € K[X], {P|B & PID;.

En particulier, Dy|D; donc D;|A et Dq|B, donc Dq|Dy. De maniére similaire, on montre que Dy divise Dj.
Les polynomes Dq et D, sont donc associés, c’est-a-dire qu’il existe A\ € K* tel que D; = AD,. D’autre part,
dom (D7) =1 = Adom (D3) = A car D; et Dy sont unitaires. On en déduit que Dy = Ds.
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D’aprés arithmétique des entiers, un candidat pour le PGCD est le dernier reste non-nul dans 1’algo-
rithme d’Euclide. On effectue donc cet algorithme pour A et B. Il existe des polynomes Qo, ..., Qp+1, Ro, ..., Rp €
K[X] tels que
A=BQy+ Ry, degRy< degB
B =RyQ1+ R1, degR; <degRy
Ry = R1Q2 + Ry, deg Ry <degR;

Rp—2 = Rp—lQp + Rp, deg Rp < deg Rp—l
Rp—1 = RpQpt1 +0

En notant D (P, Q) les diviseurs communs de P et @, il est clair que
D(A,B) = D(B,Ry) = --- = D(R,,0).

Donc les diviseurs de R, sont exactement les diviseurs de A et B. On notera que R, est non-nul mais pas
forcément unitaire : il suffit de le normaliser pour obtenir le PGCD (ce qui ne change rien a la relation de
divisibilité). O

Définition/Théoréme 2.17 PPCM

Soient A, B € K[X], A # 0, B # 0. On appelle PPCM de A et B, et on note AV B 'unique polynome unitaire
vérifiant

AlP

<= AV B|P.
B|P

VP e K[X], {

Démonstration : L’unicité se traite comme 'unicité du PGCD : on démontre donc seulement 1’existence d’un
tel polynéme. On considére

N (A, B) = {deg P € N/A|P, B|P,P # 0}.

N (A,B) # 0 car deg (AB) € N (A, B). C’est une partie non-vide de N, elle admet donc un minimum dy. Soit
M un multiple commun de A et B de degré dy; on va montrer que M est le PPCM de A et B. Soit P € K[X].
Il est clair que si M|P, alors A|M donc A|P et B|P. Supposons maintenant que A|P et B|P. Alors il existe
(Q, R) € K[X] tels que

P=QM+R, degR < deg M.
Puisque R = P — QM et que M, P € AK[X] N BK[X], il est clair que R € AK[X] N BK[X]. Donc R = 0 car
deg M = dy = min N (4, B). Donc M|P. O

Par convention, on pose pour tout A € K[X]: AAN0O=Aet AV0O=0.

Proposition 2.18

Soient A, B € K[X],A # 0,B # 0. Il existe r € N*, P;,..., P, € K[X] irréductibles et unitaires, il existe
at, .., 00 B1,..., 0 € Net A\ p € K* tels que

A:Aﬁp,gk, B:MﬁP,f’“.
k=1 k=1

Alors

(i) AA B est le plus grand diviseur commun unitaire de A et B (au sens du degré).

& 127



CHAPITRE 7. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

(i) ANB = H prin(efi),

k=1
(iii) A A B est Le dernier reste non-nul dans l’algorithme d’Euclide appliqué & A et B.
(iv) AV B est le plus petit multiple commun unitaire de A et B (au sens du degré).
(v) AVB= H prax(enbe),

k=1

Démonstration : En démontrant 'existence des PGCD et PPCM, on a déja vérifié (iii) et (iv).

Soit P un diviseur commun de A et B. Alors P|A A B donc deg P < deg (A A B).

(7i7) et (v)) | Comme dans Z. O

Définition 2.19 Polyndmes premiers entre euz

Soient A, B € K[X]. On dit que A et B sont premiers entre euz si AN B = 1.

De maniére équivalente, cela revient a dire que A et B sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs
sont les polynémes constants non-nuls.

Exemple 2.20 :

Soient a,b € K, a # b. Montrons que A = (X —a) et B = (X — b) sont premiers entre eux. On a vu que A et B
sont irréductibles. Les seuls diviseurs de A sont les polynomes associés & A et les polynomes de degré 0. A et B
n’étant pas associés, leurs seuls diviseurs communs sont les polynomes de K*. Il existe donc un unique diviseur
commun unitaire de Aet B: ANB=1. &

Exercice 2.21 :
Déterminer le PGCD de A =2X% —8X? + 18X — 72 et B = X>+ (=3 +1) X + (2 — 2i). %

Théoréme 2.22 Théoréme de Bézout®

Soient A, B € K[X]\ {0}. Alors

ANB=1 < 3U,V €eK[X],AU+ BV =1.

Démonstration : L’important est de savoir trouver U et V en pratique : par la remontée de I’algorithme
d’Euclide.

Supposons qu’il existe U,V € K[X] tels que AU + BV = 1. Alors, pour tout polynéme P, si P|A et P|B
alors P|1 = AU + BV. Puisque 1 est unitaire, alors 1 = A A B. O

Théoréme 2.23 Théoréme de Gauss”

Soient A, B,C € K[X] \ {0}. Alors

{A|BC = A|C.

ANB=1

6. BEtienne BEzouT (1730-1783) : Mathématicien frangais.
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Démonstration : Supposons que A|BC et AN B = 1. Alors il existe P,U,V € K[X] tels que AP = B et
AU + BV = 1. On en déduit que
C=C(AU+BV)=C (AU + APV)=A(CU +CPV),

donc A|C. 0

Théoréme 2.24 Lemme d’Euclide
Soient A, B, P € K[X] \ {0}. Si P est irréductible alors

P|(AB) = P|A ou P|B.

Démonstration : Supposons que P|AB et que P ne divise pas A. Dans ce cas, les polynomes associés & P
ne divisent pas A, donc les seuls diviseurs communs de A et P sont les polynémes de degré 0. Donc AANP =1
et P|AB donc P|B d’aprés le théoréme de Gauss. O

On a vu que les trois théorémes importants de arithmétique dans Z ont un équivalent pour les polynomes
(et que les démonstrations sont rigoureusement identiques). De la méme maniére, leurs corollaires sont aussi
applicables dans le cas des polynomes.

IIT Racines d’un polyndéme

1. Fonction polynomiale

WDéﬁnition 3.1 Fonction polynomiale

Soient I CKet P = Z ap Xt e K[X]. On appelle fonction polynomiale associée o P sur I Papplication
k=0

K
Yo arzt

Il est important de différencier P et P, de la méme maniére qu’il est important de différencier z (une variable)
et X (un symbole, le polynome (d1 ), o). On ne mentionnera pas toujours I dans la suite.

Exemple 3.2 :
Soient P = X* 4+ 1et Q= X?+ 1. Si on pose I = {—1,0,1} alors on a

P(-1)=P(1)=2,P(0)=1, Q(-1)=Q(1)=2Q(0)=1.

Les fonctions polynomiales P et C~2 sont donc égales sur I, alors que les polynomes P et @) sont différents. <

De ’exemple précédent, on retiendra que lorsqu’on évalue des polynomes sur un ensemble fini de valeurs, on
manque généralement, d’informations sur ces polynomes. Pour pouvoir identifier polynoéme et fonction polyno-
miale, c’est-a-dire pour que la fonction P — P soit injective, on verra un peu plus tard qu’il suffit que I soit un
ensemble infini.

7. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : Mathématicien allemand. Légendaire.
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Proposition 3.3
Soient P, @ € K[X] et A € K. Alors

Démonstration : La preuve est claire d’aprés la construction de K[X]. O

2. Racines d’un polyn6éme

WDéﬁnition 3.4 Racine

Soit P € K[X] et r € K. On dit que r est une racine de P si P (r) = 0. On note Z (P) Pensemble de toutes
les racines de P et Z; (P) = Z (P) N I 'ensemble des racines de P dans I C K.

Une racine de P est aussi appelée "zéro de P".

& Comme on en a ’habitude avec les trindmes a coefficients réels, on prendra garde & distinguer les racines
réelles de P, c’est-a-dire les éléments de Zg (P) et les racines complexes de P, c’est-a-dire les éléments de Z¢ (P).

Exemple 3.5 :
Soit P = X?41 € R[X]. Alors Zg (P) = ). On peut aussi voir P comme un polynéme de C[X] (puisque R C C)
et dans ce cas Z¢ (P) = {i, —i}.

Soit n € Net @ = X" —1 € C[X]. Alors

{1} si n est pair

&MQ%={ Zc(Q) = {™ /k e 1] }.

{—1,1} si n est impair

WLemme 3.6

Soient P € K[X] et a € K. Le reste de la division euclidienne de P par (X — a) est P (a).

Démonstration : On sait qu’il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
P=(X—-a)Q+R, R=P—-—(X—-a)Q, degR<1.

Donc R est un polynome constant. En particulier, en évaluant 1’égalité précédente en a, on a

P

R=R(a)=(P-(X-)Q) (@) =P(a) - (a—a)Q(a) = P(a).
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W Proposition 3.7

Soient P € K[X] et r € K. Alors

reZ(P) < (X —nr)|P.

Démonstration : En notant R le reste dans la division euclidienne de P par (X —r), on a, d’aprés le
lemme 3.6,

(X —r)|P < R=0 < P(r)=0 < reZ(P).

O
WProposition 3.8
Soient P € K[X],n > 2et rq,...,r, € Z (P) distincts. Alors
Tl
De plus, si P # 0 alors deg P > n.
Démonstration : Les polynémes (X —r1),...(X —r,) sont deux a deux premiers entre eux et divisent P,
donc H — 1) |P. On en déduit que
deg P > deg (H(X—rk > Zdeg —7K)
k=1
O

Corollaire 3.9

Un polynéme de degré n € N posséde au plus n racines distinctes. En particulier, un polynéme non nul
posséde un nombre fini de racines.

W Corollaire 3.10

Soit I un sous-ensemble infini de K. Alors on peut identifier un polynéme & sa fonction polynomiale associée
sur /.

Démonstration : Comme annoncé, on va montrer qu'une fonction polynomiale définit bien un polynome,
c’est-a-dire que ¢ : P+ P est injective. On a vu que ¢ € £ (K[X],R), on va donc calculer son noyau. Soit
P € ker . Alors pour tout z € I, ¢ (P) (z) = P (z) = 0. Donc P posséde une infinité de racines, et donc P = 0.
Ce qui montre que ker ¢ = {0} et donc que ¢ est injective. O

Dans la suite, on considérera toujours les fonctions polynomiales associées a des polynomes sur des ensembles in-
finis (généralement K lui-méme). On n’écrira donc plus P (a) mais simplement P (a). D’ailleurs, cela correspond
bien a la notation de compositions de polynémes P o @ = P (Q) lorsque @) = a est un polynéme constant.

i
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3. Formule de Taylor, multiplicité d’une racine

Théoréme 3.11 Formule de Taylor
Soient P € K[X],n > deg P,a € K. Alors on a

n pk) (g
P:ZP k!( )(X—a)’“.
k=0

& Attention, il ne s’agit pas d’un développement limité, mais d’une égalité entre deux polynémes. En pratique,
on utilise cette formule que pour n = deg P. 8

> pk)
Démonstration : Soient a € Ket ¥ : K[X] — K[X] telle que, pour tout P € K[X], ¥ (P) = Z k'(a)

k=0
Tout d’abord, ¥ est bien définie, car il s’agit d’une somme finie et donc ¥ (P) est un polynome. D’autre part,
l'application P — P’ étant linéaire, on a ¥ € £ (K[X]). Soit p € N. Alors

(X —a)".

p

py(k) _ p! p—k
(X7) (p—k)!X ’ 1;) (p— k 'k'

On a donc, pour tous n € N, P = Zaka e K[X],
k=0

" pk) (g , - .
> L -t =) v (St ) S () - 3t -
: k=0 k=0 k=0

k=0

O

Comme pour la formule de Taylor dans le cas des fonctions, on utilise souvent ce théoréme lorsque ’on souhaite
faire I’étude locale d’un polynome, c’est-a-dire étudier un polynome P € K[X] au voisinage de a € K. Il permet
aussi de relier I'annulation des dérivées successives de P en a et la divisibilité par de P par les puissances
successives de (X — a).

WDéﬁnition 3.12 Multiplicité
Soient P € K[X] et r € K. On définit la multiplicité de r dans P :

iy (P) = max{k € N/ (X —r)* divise P} si P #0
" 4oosi P=0

Si m, (P) =1, on dit que r est une racine simple de P.

On remarquera que par définition, pour tout r € K;m, (P) < deg (P) si P # 0 D’autre part, r est une racine
de P, si et seulement si, m, (P) > 1. En pratique, pour déterminer la multiplicité d’une racine, on utilise deux
critéres. Voici le premier.

8. Quand on connait deg P!
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W Proposition 3.13

Soient P € K[X] un polynéme non-nul, » € K et m € N. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) r est de multiplicité m dans P.
(ii) Il existe @ € K[X] tel que

P=X-n"Q, Q(r)#0.

Démonstration : | (i) = (i) | Par définition, il existe @ € K[X] tel que P = (X — )™ Q. Donc
Q(r)=0 = (X -n)|Q = IQ eKX],P=(X-—nN""Q = (X -r)""|P.
Donc Q (r) # 0.
(1) = (i) | I existe Q € K[X] tel que P = (X — 7)™ Q, donc (X — 7)™ |P. D’autre part, Q (r) # 0, et donc

(X — 7)™ ne divise pas P. Donc m = max{k € N/ (X —r)" divise P}. O

Exemple 3.14 :
Déterminons les racines de P = X3 4+5X? 48X 44 et leur multiplicité. On remarque que —1 est racine évidente,
donc il existe a, b, c € R tels que

a =

=1
b=5
X?+5X*+8X +4=(X+1)(aX*+bX +¢), ZI _g b=4
€= c=4
c=4
On en déduit que P = (X +1) (X? +4X +4) = (X + 1) (X +2)°. Donc my (P) =1 et mg (P) = 2. &

WLemme 3.15

Soit m € N*. Si r est racine de multiplicité m de P, alors r est racine de multiplicité m — 1 de P’.

Démonstration : D’apres le critére précédent, il existe Q € K[X] tel que P = (X —7)" Q, et Q(r) # 0.
Alors

Pr=Q (X =" 4 mQ(X =)™ = (X =)™ (X 1)@+ maQ).

En notant Q1 = (X —r) Q' +mQ,ona P’ = (X —r)" ' Q1 et Q1 (r) = mQ (r) # 0 donc m, (P)=m—1. O

On en conclut un second critére pratique pour déterminer la multiplicité d’une racine.

W Proposition 3.16

Soient P € K[X] un polynéme non-nul, » € K et m € N. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) r est de multiplicité m dans P.
(ii) Pour tout k € [0,m — 1], P®) () = 0 et P™ () #£ 0.
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Démonstration : | (i) = (i4) | Si m = 0, le résultat est évident. Sinon, par une récurrence immédiate & I’aide
du lemme précédent, on a

My (P) =m, My (Pl) =m — 1,...,mr (P(mil)) = 1’mr (P(m)) =0.
Autrement dit, P (r) = P' (r) = --- = P(m=D (#) = 0 et P™ £ 0.
(#4) = (i) | D’aprés la formule de Taylor, pour tout n > max (deg P, m),

p(k)( ) nom k+m)

p:im(xfr)k:i x )t = ’”Z X —r)".
e k! =0 k:—i—m

k=m

On a donc trouvé un polynéme Q € K[X] tel que P = (X — 7)™ Q et

n—m k+m) (T) . P(m) (T‘)
Z G m)! (r—r) = #0.

k=0

Exemple 3.17 :
Soient n > 1et P, = nX""? —(4n 4+ 1) X" +(4n + 4) X" —4X"~ ! Déterminer la multiplicité de my (P,). <

Proposition 3.18
Soit P € K[X] \ {0}. Alors

deg P > Z m, (P).
reZ(P)

Autrement dit, un polynéme de degré n € N posséde au plus n racines (comptées avec leur multiplicité).

Démonstration : Le résultat est évident si Z (P) = (). Sinon, on sait que Z (P) est fini, on note donc
Z(P) ={r1,...,r,} avec n € N*. Soit k € [1,n], alors on note my = m,, (P). On sait donc que (X —ry)""
divise P. D’autre part, les polynoémes (X —ry)™ ... (X —r,)"" sont premiers entre eux donc, d’aprés le
théoréme de Gauss,

( X—rk>’“k>|ﬂ degpz< (X — 1) ) me = > mp).
k=1

reZ(P)

=t
::]:

4. Polyndémes scindés, relations coeflicients-racines

Définition 3.19 Polynéme scindé

Soit P € K[X] un polynéme non-constant. On dit que P est scindé sur K si P posséde autant de racines dans
K (comptées avec leur multiplicité) que son degré.
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Exemple 3.20 :

e Le polynéme X3 — X est scindé sur R et sur C car
X - X=X(X-1)(X+1).

e Pour tout n € N*, le polynome X" — 1 est scindé sur C car

n—1

x"—1=]] (X — ei%”/”) .

k=0

Sin =1 ou 2 alors il est aussi scindé sur R.
e X? 41 est scindé sur C car X241 = (X — i) (X 4 14), mais pas sur R. En effet, X?+ 1 ne posséde aucune
racine réelle.

¢

D’aprés cet exemple, on remarquera qu’il n’est pas toujours facile de dire qu’un polyndéme n’est pas scindé. En
revanche, si un polynéome de R[X] posséde des racines complexes non-réelles, alors il n’est pas scindé (sur R).
Encore une fois, on fera attention au corps K sur lequel on considére les polynoémes.

I N

Proposition 3.21

Soit P € K[X] un polyndme non-constant. Alors on a équivalence entre :
(i) P est scindé sur K.
(ii) Il existe A € K*,p e N*,mq,...,mq,...,mp € Ny7q,..., 7, € K tels que

P=A\
k

(X — 7)™ .

p
=1

Dans ce cas, on a alors Z (P) = {rq,...,7,} et
Vk e [1,p], my, (P)=my.
Evidemment, si certains r;, sont confondus ou si certains mj, sont nuls, on peut toujours réécrire la décomposition

pour supposer les r; distincts ou les my, strictement positifs.

Démonstration : La réciproque étant évidente, on va montrer le sens direct en supposant que P est scindé.
Donc deg P > 1 et P posséde donc des racines dans K (distinctes) notées r,. .., r,, de multiplicités respectives
mi,...,my. Comme pour tout k € [1,p], (X —rx)™" |P. De plus, les (X — ry) sont deux & deux premiers entre

p
eux donc les (X — rg)™* aussi. Donc Q = H (X — 7)™ divise Q, c’est-a-dire qu'il existe R € K[X] tel que
k=1

P D
P:QR7 degQ:deg (H (X_Tk)mk> :ka.
k=1 k=1

De plus, deg @ = deg P donc R € K*. O

s N

WProposition 3.22 Relations coefficients-racines

d

Soit P = ZakXK € K[X] un polynome scindé sur K de degré d € N* (c’est-a-dire aq # 0). Notons
k=0

r1,...,rq € Kles racines de P (éventuellement confondues).
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(i) Si d =2 alors

ai ag
T1 ~¥—’I"2:—f7 T1Tro =
ag ag
(if) Si d = 3 alors
ag ay ap
ri+retryg=——, TiTo+Torg+Tr1T3 = —, TiToT3 = ——.
as as as

(iii) Pour d > 1 quelconque,

U

1)t 20
Hrk

Qq

Démonstration : La preuve formelle est possible par récurrence, mais ne présente qu’un intérét limité. On
retiendra simplement l’idée : si P est scindé, il existe A € K* tel que

P=>Y aX*= H — 2k)
k=1
On développe alors le terme de droite et en on identifie les coefficients :
d d d
A=aq, aq_1= —)\Zrk, agp = A\ H (—rp) = (—1)d)\ H Tk
k=1 k=1
O

On est souvent confronté a devoir montrer que deux polynomes sont égaux. Tout d’abord, cela revient & montrer
que leur différence est nulle. On se concentre donc sur les méthodes pour montrer qu’un polynéme est nul.

Proposition 3.23 Montrer qu’un polyndéme est nul

Soit P € K[X]. Alors on a équivalence entre les propositions suivantes :

(i) P

(ii) Tous les coefficients de P sont nuls.

(iii) deg P < 0.

(iv) P admet strictement plus de racines (comptées avec leur multiplicité) que son degré.
)
)

i
(v) P admet une infinité de racines.
(v1 Il existe a € K tel que, pour tout k € [0,deg P], P (a) = 0.

IV  Factorisation en produit de polyndémes irréductibles

On rappelle qu'un polynéme P € K[X] est irréductible dans K[X] s’il est non-constant et si tous ses diviseurs
sont, triviaux, c’est-a-dire associés & P ou constants. On sait que les polynomes de degré 1 sont irréductibles,
mais y en a-t-il d’autres?

On rappelle également qu’on peut décomposer un polynome A € K[X] non-constant en produit de facteurs
irréductibles :

A:)\ﬁPfi,
i=1
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et que cette décomposition est unique (a lordre prés des facteurs P;). Nous sommes maintenant en mesure de
démontrer ce théoréme, mais les questions restantes sont :

e Quels sont les polynomes irréductibles dans K[X]?
e Comment déterminer cette factorisation en pratique?

1. Polynoémes irréductibles dans C[X]

Dans toute cette partie, on pose K = C. Il est clair que ceci n’est pas restrictif, puisque tout polynome &
coefficients réels peut étre vu comme un polynoéme a coefficients complexes. Le théoréme suivant est extrémement
important. Sa démonstration est difficile et est laissée en exercice (cf. TD).

Théoréme 4.1 Théoréme de D’Alembert®-Gauss - Admis

Tout polynéme non-constant admet au moins une racine dans C.

On dit aussi que le corps C est algébriquement clos, ou encore que C est la cloture algébrique de R (un corps
contenant les racines de tous les polynomes a coefficients réels).

W Corollaire 4.2

Les polynomes irréductibles dans C[X] sont exactement les polynomes de degreé 1.

Démonstration : On a déja vu qu’un polyndome du premier degré est irréductible (ses diviseurs étant de
degré inférieur & 1, ils sont triviaux).

Soit P un polynome irréductible dans C[X]. D’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss, P posséde une racine
r € Cet donc (X —r)|P. X — r n’étant pas constant, il est associé & P car P est irréductible. Donc il existe
A e C* tel que P= XX — Ar, donc deg P = 1. O

Corollaire 4.3

Tout polynéme non-constant est scindé sur C.

On déduit de ce résultat que tout polynome de degré d € N admet d racines complexes (éventuellement confon-
dues).

Démonstration : D’aprés la décomposition en facteurs irréductibles, et puisque les polynomes irréductibles
sur C sont les polynomes de degré 1, il est clair que tout polyndme P € C[X] non-constant s’écrit sous la forme

P=AJJ(xX-r)™, reCrec.
i=1

et donc P est scindé sur C. O

2. Polynémes irréductibles dans R[X]

Dans cette partie, on s’intéresse au cas K = R.

9. Jean-Baptiste le Rond D’ALEMBERT (1717-1783) : Philosophe et mathématicien frangais.
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W Lemme 4.4

Soit P € R[X]. Alors, pour tout z € C,m, (P) = mz (P). En particulier,

z2€Zc(P) < z€ Zc(P).

d
Démonstration : Soit @ = Z arX* € R[X]. Alors
k=0

d

d d 4
Q(z) = Zakfk = Z@?z Zakzk = Zakzk =P(z2), PE) =0 Q(z)=0.
k=0 k=0 k=0

k=0

Donc z € Z¢ (P) si et seulement si z € Z¢ (P). D’autre part, pour tout k € N, P*) € R[X] donc
PR (z)=0 < P®(2)=0.

Si P =0, il est évident que m, (P) = 400 = mz (P). Supposons donc que P # 0 et soit m € N. Alors

m, (P) =m <— plm) (Z) £0 pm) (2) #0

< mz(P) =m.

{Vk € [1,m—1],P® (2) £0 — {Vk € [1,m—1],P® (z) £ 0

W Théoréme 4.5

Les polynomes irréductibles dans R[X] sont

e les polynomes de degré 1.
e les trindmes de discriminant strictement négatif.

Démonstration : Les polynomes du premier degré sont encore une fois irréductibles dans R[X]. Soit P € R[X]
un trinéme dont le discriminant est strictement négatif. On sait que Z¢ (P) = {2,Z} avec z € C\ R et donc
P =dom (P) (X — z) (X — Z). Par unicité de la décomposition en éléments irréductibles (dans C[X]) il n’existe
pas de polyndomes @, R € R[X] tels que QR = P et deg@ = deg R = 1. Donc P est irréductible.

Soit P € R[X] irréductible dans R[X]. Alors deg P > 1, par définition. Si deg P = 1, alors on a vu que P est
irréductible. Supposons donc deg P > 2. P posséde au moins une racine complexe z d’aprés le théoréme de
D’Alembert-Gauss. D’autre part, P n’admet pas de racine réelle (sinon on aurait le diviseur non-trivial X —r,
avec 1 € Zg (P)). Donc z € C\ R. On sait que Z est aussi une racine de P, et que Z # z. Donc P est divisible
par Q = (X — z) (X —%). Or

Q=X-2)(X-2)=X>—(24+2) X +22=X?—2Re(2) X + |2,

donc @ € R[X]. @ est un polynome non-constant donc il existe A € R* tel que P = AQ. P étant un polynodme
de degré 2 admettant deux racines complexes conjuguées, son discriminant est donc strictement négatif. O

En tout cas, on retiendra le résultat suivant.
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Proposition 4.6
Soit A € K[X] tel que deg A > 1. Alors :

(i) A se décompose sous la forme :

A = dom (A) H (X — 7)™,

1=

—

ou les r; € C sont distincts.
(i) Si A € R[X] alors A se décompose sous la forme :

q

i=1

—

1=

oules r; € R, (b;,¢;) € R? sont distincts et b? —4¢; < 0.

De plus, ces décompositions sont uniques, & l'ordre prés des facteurs.

Exemple 4.7 :

Décomposons P = X% — 1 en facteurs irréductibles dans R[X]. Pour cela, on commence par sa décomposition
dans C[X]. On sait que Z¢ (P) = {e**?™/¢ /k € [0,5]}. Donc la décomposition de P en facteurs irréductibles
dans C[X] est

5
P = H (X _ eik27r/6) )
k=0

Pour obtenir sa décomposition en facteurs irréductibles dans C[X], on regroupe les racines complexes avec leurs
racines conjuguées deux par deux :

P=(X=1)(X+1) (X = e™/?) (X o7/ (X = e27/3) (X = o727/3)

(X —1)(X +1) <X2—2cos<g)X—|—l) (X2—2cos (?)X—&-l)
=X -1D)(X+D)(X?-X+1)(XZ+X+1)

Il s’agit de la décomposition en facteurs irréductibles de P sur R[X] car les trindmes (X2 - X+ 1) et (X2 + X+ 1)
sont irréductibles (ils possédent des racines complexes non-réelles). &

Exemple 4.8 :

Décomposons P = iX?® — 4iX? + (=2 + 4i) X en facteurs irréductibles dans C[X]. On peut déja factoriser par
iX de maniére évidente, on a alors P = iXQ avec Q = X2 —4X + (4 + 2i). Q est un trinéme & coefficients
complexes, et son discriminant vaut A = —8i. A # 0 donc A posséde deux racines complexes distinctes : 2 (1 — 7)
et —2(1 — ). Les racines de @ sont donc 3 —i et 1 4. On a donc les décompositions en facteurs irréductibles :

Q=(X-(B-i)(X—(1+i), P=iX(X—3—1)(X—(1+1).
¢

Exercice 4.9 :
Démontrer que X2 —4X — 21 divise P = —3X* + 15X3 + 87X2 — 207X — 756 et en déduire la décomposition
en facteurs irréductibles de P.
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fg Réponse

Par division euclidienne on a

P=(X*-4X —21) (-3X*+3X +36) +0
donc (X? —4X —21) |P. On a les factorisations suivantes :
X2 4X -21=(X-7)(X+3), —-3X*+3X-36=-3(X+3)(X—4).

Donc la décomposition de P en facteurs irréductibles est P = —3 (X 4 3)? (X —4) (X — 7) (dans R[X] ou
dans C[X]).

Exercice 4.10 :
Décomposer P = X* — X2 — 2 en produit de facteurs irréductibles.

g Reponse

Posons Y = X% Alors P=Y? -Y —2= (Y —2)(Y +1). Donc

P

(X2 -2) (X2 +1) = (X = v2) (X +v2) (X =) (X +3).

On a donc trouvé la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Sa décomposition dans R[X]
est donc

P=(X-v2) (X +v2) (X*+1).

V Corps des fractions rationnelles

Dans cette partie, on s’intéresse aux fractions rationnelles, qui sont la version algébrique d’une fraction avec des
termes polynomiaux au numérateur et au dénominateur. On peut aussi voir cet ensemble comme celui ot 'on
peut inverser les polynomes (c’est-a-dire le plus petit corps contenant K[X]). Si ’exemple & garder en téte dans
le début du chapitre était Z, il faut maintenant comparer I’ensemble des fractions rationnelles & Q.

On passera rapidement sur toutes les notions algébriques pour s’intéresser a la principale application des fractions
rationnelles : 1la décomposition en éléments simples.

1. Structure de K (X)

WDéﬁnition 5.1 Fraction rationnelle

A
On appelle fraction rationnelle a coefficients dans K tout élément de la forme F = — avec A4, B € K[X] et

B # 0. L’ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K est noté K (X).
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WDéﬁnition 5.2 Représentant

A
Soient F'= —,G = ¢ € K (X). On identifie les deux fractions rationnelles F' = B et G = % si, et seulement

D
si, AD = BC.

A
On dit que B est un représentant de F.

A
5 est appelé représentant irréductible si AN B = 1.

Proposition 5.3

Toute fraction rationnelle non-nulle admet un unique représentant irréductible dont le dénominateur est
unitaire.

A
Démonstration : Soit F = B € K (X). Notons D = dom (B) (AA B). Alors D|A et D|B donc il existe
A, B € K[X] tels que A = DA, B = DB. Alors dom (B) = dom (D) dom (5) = dom (B) dom (E) donc B est
unitaire. On a déja vu que AANB=1.De plus
AB = ADB = AB

A A
donc F' admet un représentant irréductible = ayant un dénominateur unitaire. Supposons que F' = 5= %
avec A, B,C, D € K[X]\ {0}, que AAB=CAD=1c¢et quedomB =domD = 1. Alors A|[BC' et ANB=1
donc, par le théoréme de Gauss, A|C. Réciproquement, C|A donc il existe A € K* tel que A = AC. Donc
ACD=BC, C(AD-B)=0, B=MD.

Puisque dom B =dom D = Adom D, A=1et donc B=D et A=C. O

Définition/Théoréme 5.4 Admis
Pour tous A,C € K[X], B,D € K[X]\ {0}, A € K, on définit

é+g_AxD+BxC éxg_AxC
B D BD " B D BxD’

A-A

A

)

(il) (K(X),+,-) est un K-espace vectoriel.
) (K(X),+, x) est un corps commutatif.
)

A
A T est injectif, ce qui permet d’identifier un polynéme A & la fraction rationnelle —.

2. Degré, dérivation, poles

n
=>4
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WDéﬁnition/Proposition 5.5 Degré
Pour toute fraction rationnelle F' = 5 € K (X), on deéfinit
deg (F') = deg A — deg B.
Alors
(i) deg est bien définie et prolonge lapplication deg sur K[X].
(ii) Pour tous F,G € K(X),deg (FG) = deg (F') + deg (G).

)
(iii) Pour tous F,G € K(X),deg (F + G) < max (deg F,deg G).
(iv) Pour tous F € K(X) )\ € K*,deg (AF) = deg (F).

A A ~ - ~ ~ ~
Démonstration : Si 5= 5 alors AB = AB et donc deg (AB) =deg A+ degB = deg A+ degB =

deg (AB) Donc deg A — deg B = deg A — deg B.

A C
(#i) | Dans la suite, on pose F = —, G = D Alors

B’
AC
deg (FG) = deg BD = deg (AC) — deg (BD) = deg A — deg B + deg C' — deg D
=deg F' + degG.
(#it) | De méme,

AD + BC AD
deg (F+G) = degL < max(

BC A C
- - < — —
BD deg 550 des BD) = fnax (deg 5o D>

< max (deg F',deg G) .

Evident. O

WDéﬁnition/Proposition 5.6 Dérivation

Pour toute fraction rationnelle F' = 5 € K(X), on définit la fraction dérivée

A'B— AB’
F/ - T.
Alors

(i) F+ F’ est bien définie et prolonge I'application "Dérivation" sur K[X].
(ii) Pour tous F,G € K(X),(F+G) = F +G'.

(iii) Pour tous F,G € K(X),(FG) = F'G + FG'.

(iv) Pour tous F € K(X) A € K, (AF) = \F".

Démonstration : On démontre simplement le point (i), le reste étant laissé en exercice (simple manipulation

A A !/ !/
des définitions). Supposons que F' = 5= % et montrons que (B) = (g) . On sait que AD = BC et donc

A'D+ AD' = B'C + BC'. On calcule
D?(A'B— AB') - B*(C'D - CD') = D*A'B — BCDB' — B?C'D + ADBD'’
=DB(A'D-CB' — BC' + AD') = 0.
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AB-BA C'D-CD

5 2 par le critére d’égalité des fractions rationnelles. O

Donc

WDéﬁnition 5.7 Zéros et poles

A
Soit F € K (X) admettant pour représentant irréductible 5 avec A, B € K[X], B # 0. On appelle zéro de F
dans K toute racine du polynoéme A dans K. On appelle multiplicité du zéro r € K la multiplicité de r dans
A. On appelle péle de F' dans K toute racine du polynéome B dans K. On appelle multiplicité du pole r € K
la multiplicité de r dans B.

Exemple 5.8 :

(X —2)° (X~ V2) (X*+1) (X -2 (X -va)(X2+1)
(X -1)(X-2) (X -3) (X —1)(X - 3)° 1

est clair que le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux d’aprés leur décomposition en facteurs

irréductibles). Alors les zéros de F' dans R sont 2 (de multiplicité 2), et v/2 (de multiplicité 1). Les poles de F

dans R sont 1 (de multiplicité 1), et 3 (de multiplicité 2). O

Soit F' =

. Un représentant irréductible de F' est

3. Décomposition en éléments simples

La principale application des fractions rationnelles qui nous intéressera est la décomposition en éléments simples.
En effet, cette décomposition permet d’intégrer absolument toute fraction rationnelle.

Définition 5.9 Eléments simples

On appelle élément simple de K (X) les fractions rationnelles suivantes :

e Les polynomes de K[X].
A
e Les élements de K (X) de la forme — avec n € N*, B = 0 irréductible et deg A < deg B.

Bn
Les éléments simples de C (X)) sont :
e Les polynomes.
A
e Les fractions rationnelles de la forme ﬁ, avec A€ C*,re C,n eN.
—-r
Les éléments simples de R (X) sont :
e Les polynomes.
A
e Les fractions rationnelles de la forme ﬁ, avec A e R*,r e R,n € N.
—r
. . AX +p 9
e Les fractions rationnelles de la forme —————— avec A\, u,b,c € R;n € N et b° — 4c < 0.
(X2 +bX +¢)

Théoréme 5.10 Décomposition en éléments simples

Toute fraction rationnelle se décompose de maniére unique comme somme d’éléments simples.

& 143



CHAPITRE 7. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

-

WCorollaire 5.11 Décomposition en éléments simples complezes

Soit F' = 5 € C(X), avec B € C[X] unitaire admettant pour décomposition en facteurs irréductibles

B =

%

X —r)*, r,eC.
1

n

Alors F s’écrit de maniére unique sous la forme

S IR I

zlkl

avec @ € C[X], \; 1 € C.

\

WCorollaire 5.12 Décomposition en éléments simples réels

Soit F' = B € R (X), avec B € R[X] unitaire admettant pour décomposition en facteurs irréductibles

B=

n
1=

X*T’Z‘)aiH(X2+biX+Ci)ﬁi, Ti,bi,Ci e R.
1 =1

Alors F s’écrit de maniére unique sous la forme

m B

_ _Q+ZZ ZZ i kX + Vik

%
i ( o (X2 +0,X +¢)

avec Q € R[XT, A g, ik, Vi € R.

A
& Si 5 n’est pas irréductible, c’est-a-dire si A A B # 1, alors on aura trop de facteurs irréductibles dans la

décomposition de B (des facteurs qu’on retrouve dans A). Cela complique inutilement les calculs, mais reste
- 10
vrai.

Evidemment, ces théorémes n’ont quasiment aucun intérét en théorie. Il convient cependant de savoir déterminer

A
la décomposition en éléments simples de n’importe quelle fraction rationnelle F' = —, & l'aide de la méthode
suivante :

1. Sans plus attendre, on décompose B en facteurs irréductibles. Cela servira & ’étape 3, mais peut aussi
servir avant.

2. Ensuite, on effectue la division euclidienne de A par B : on a A = BQ + R avec deg R < deg B. Alors
R
F=Q+ B Cette étape est superflue si deg A < deg B, car dans ce cas A = R.

3. On écrit la décomposition en éléments simples voulue, par exemple si K = C :

*—ZZ

'leO

Il faut alors déterminer les coefficients A; 4. 1 Pour cela, tous les moyens sont bons :
(a) Cas particuliers (parité, conjugaison, etc.).
(b) Méme dénominateur.

10. Heureusement, car il n’est pas toujours facile de déterminer A A B.
11. Le cas K = R se traite exactement de la méme maniére, en déterminant les coefficients \; , ;1 et v; .
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(c) Multiplication par les poles.

(d) Equivalents.

(e) Passage du cas complexe au cas réel (uniquement lorsqu’on souhaite obtenir la décomposition en
éléments simples dans R (X)).

(f) Toute autre méthode donnant le résultat.

Exemple 5.13 :
A 5X2+6X + 16

Déterminons la décomposition en éléments simples (dans R (X) et dans C (X)) de B X s X4 AX

Tout d’abord, on remarque que
XP+ X2 +4X +4=(X+1) (X2 +4) = (X + 1) (X —23) (X +2i),

et qu’il s’agit des décompositions en facteurs irréductibles de B dans R[X] et dans C[X].

Méthode 1 : Réduction au méme dénominateur \ D’aprés le théoréme, il existe Q € R[X] et a,b,c € R tels que

A 5X2%2 +6X +16 a bX +c QB+aX?+4a+bX24+bX+cX+c
BT XNty Tt xiitxeac X11) (X214
QB+ (a+b)X?*+ (b+c¢) X + (4a+c)
B (X +1)(X2+4)

Puisque deg A < deg B, il est clair que @ = 0. On a alors

a+b=>5 a=3
b+c=06 , b=2
4a+C:16 cC =

De méme, il existe a, 5 € C tels que

2X+4 o« N B (a+pB)X +2i(a—p) a=1-—41
X244 X-2% X+2 X244 O lB=1+i

On en déduit que

A 3 +2X+4_ 3 N 1—4 +1+z‘
B X+1 X244 X+1 X-2 X+2i

‘ Méthode 2 : Multiplication/évaluation en les poles |On commence par la décomposition complexe. On sait donc

qu’il existe «, 8, € C tels que

A 5X?24+6X+16 o Jé] v
(x) 5= 5 = -+ -+ :
B (X+1(X2+4) X-2i X+2 X+1

A
En passant au conjugué dans (x), puisque B eR(X),ona

A__a B 7
B X-2 X+2 X+1

Donc v =7 (c’est-a-dire v € R) et § = @. En multipliant (%) par X + 1 puis en évaluant en —1, on obtient

5—6+16

0= =3.
v 114
De méme, en multipliant (%) par X — 2¢ puis en évaluant en 2i, on obtient

—20+12i+16  —4412i  (—4+4 12i) (-8 — 4i)
(1+42i) (4i))  —8+4i 80
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On a donc montré que

A _ 3 . 1—14 n 141 .

B X+4+1 X-2i X+2i
On additionne alors les termes correspondants aux poles conjugués entre eux (avec la méme puissance) pour
obtenir la décomposition dans R (X) :

é: 3 (1—i)(X+2i)+(1+i)(X—2i): 3 +2X+4

B X+1 (X —2i) (X +20) X+1 X244

Exercice 5.14 :
Déterminer la décomposition en éléments simples dans C (X) et dans R (X)) de

o 2XOH X0 - 1TXP 17X - 2X 411
B X5 -2X3+2X2 -3X 42

ﬁ Reponse

Onnote A =2X%+ X5 —17X3 +17X%2 —2X + 1l et B= X° —2X3+2X%2 —3X + 2.

1. On cherche des racines évidentes de B. On a B (1) = B(—2) = B (i) = B (—i) = 0. Donc il existe r € R
tel que B = (X —r) (X +2) (X — 1) (X*> +1). En développant, on obtient r = 1. Donc

B=(X+2)(X-1)*(X —i)(X 41i).
2. En faisant la division euclidienne de A par B on obtient :

A=BQ+R, Q=2X+1, R=4X*-19X3+21X%2-3X +0.
3. Alors, il existe a, b, c,d, e, € C tels que

R 4X*—-19X3 +21X2-3X+9 a b c d e
(x) &= 5 : ~ = + + 5 -+ .
B (X+2)(X-1P*X-9)(X+i) X+2 X-1 (x-1)° X-—-i X+i

R _
(a) Puisque — est réel, il est clair que e = d et que a,b, ¢ € R en passant au conjugué dans ().
(b) En multipliant (x) par (X + 2) puis en évaluant en —2 on obtient a = 7.
(¢) En multipliant par (X — i) et en évaluant en i on obtient d = 2i et donc e = —2i.
(d) En multipliant () par (X — 1) on obtient

4X*—19X3+21X%2-3X 49

(%) S EDNCESY —c+b(X —1)+ (X —1)*F,

avec F' € C(X). En évaluant en 1 on obtient ¢ = 2.
(e) Pour trouver b, on peut par exemple dériver (x*) puis en évaluer en 1, ou évaluer (x) en 0. Dans
tous les cas, b = —3.
Donc, la décomposition en éléments simples de F dans C (X) est

7 3 2 27 21

F=2X+1 — — .
+ +X+2 X—1+(Xf1)2+X—i X +i

En additionnant les éléments simples correspondant & des poles complexes conjugués, on obtient la
décomposition en éléments simples de F' dans R (X) :

7 3 2 4

F=2X+1 = = )
+ +X+2 X—1+(X_1)2 X241
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A connaitre a la fin du chapitre

Arithmétique

e Employer les théorémes importants (Bézout, Gauss, Landau) de la méme maniére que dans Z.
e Manipuler une division euclidienne en pratique et en théorie.

Polynoémes

e Raisonner avec le degré.
e Savoir donner la décomposition en facteurs irréductibles d’un polynéme en pratique (dans C[X] et/ou
dans R[X]).

Fractions rationnelles

e Donner la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle en pratique.

Vrai/Faux

O Si deg P = d alors deg P’ = d — 1.

O Le degré de PQ'’ est égal au degré de P'Q.

O (X —1)? divise P si, et seulement si, P’ (1) = 0.

[0 P ne s’annule pas sur R si, et seulement si, P est irréductible.

O Si les restes des divisions euclidiennes de P par X et X — 1 sont nuls, alors X2 — X divise P.
0 Si P n’est pas constant et divise X'5 — 1 alors les racines de P sont simples.

Pour aller plus loin

e Polynomes en plusieurs indéterminées.
e Polynémes sur un anneau commutatif quelconque.
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Deuxiéme partie

La Eniéme Dimension
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CHAPITRE 8

FONCTIONS — DERIVATION

C’est Cosinus et Exponentielle qui sont sur un
bateau. Cosinus s’écrie "On dérive!".
Exponentielle répond "Et alors ?".

Blague mathématique

Ce chapitre est la suite logique du cours de limite et continuité. Il est important de maitriser ces deux concepts,
qui sont sous-jacents dans tout le cours de dérivation.

Dans la suite, I est un intervalle non-trivial (non-vide et non réduit & un point) de R.

I Dérivabilité locale

On traite d’abord le cas des fonctions & valeurs réelles, puis on verra ce qu'on peut dire pour les fonctions a
valeurs complexes.

1. Nombre dérivé et tangente

I N

Définition 1.1 Dérivabilité
Soit f € F (I,R) et soit zg € I. On dit que f est dérivable en xq si la limite suivante existe et est finie :

f @)= f (@)

rT—rT0o x—2x
ot 0

eR.

Dans ce cas, on appelle alors nombre dérivé de f en xg

f’(ajo): lim M — lim f(x0+h})1_f(x0)

T—Zo r—x h—0
T#£T0 0 h#0

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I. On note D' (I,R) I’ensemble des
applications dérivables sur I & valeurs réelles.

& 151



CHAPITRE 8. FONCTIONS - DERIVATION

Remarque 1.2 :

1. Si elle existe, cette limite est celle du taux d’accroissement de f entre xgy et x lorsque z tend vers xg.
Autrement dit, f’ (zg) représente la "pente" de la fonction en xq (voir schéma).

2. On remarquera que f’ (zo) est un nombre (un élément de R), et en aucun cas une fonction.

3. La notion de dérivabilité est locale, elle ne dépend que du comportement de la fonction au voisinage du
point xg.

4. 8’il n’y a pas d’ambiguité concernant I’ensemble d’arrivée, on notera simplement f € D' (I).

¢

On peut faire exactement la méme chose pour les fonctions & valeurs complexes, comme on le verra plus tard.

zo
Exemple 1.3 :
. . R —- R -
Soit n € N. Alors la fonction f : " est dérivable sur R. En effet :

e Sin > 1, soit zg € R et soit h € R*. Alors, par la formule du binéme,

flxo+ h}z — f (20) _ ZZ:O (Z)mshnik — % - nil <Z)x§hn_k_l

k=0

n—2
=nzl 4+ h Z <Z> a2k,
k=0

f(xo+h) = f(z0)
h

_ n—1 P / _ n—1
=nx| , donc f est dérivable en x¢ et f’ (xz¢) = nay~ . Donc

On en déduit que }llin%)

-
h+#£0
f € D(R).
e Sin =0 alors f est constante égale a 1 et
Vro, v € R, x#xO:MZO, lim M:Q,
o IR

Donc f est dérivable en tout xo € R et f' (zg) = 0.

Exemple 1.4 :
7 R est pas derivable en 0. En effet
- Vz n’est pas dérivable en 0. En effet,

- f(0) vh-0 1
- — -

La fonction f : N
(

S
+
=

Vh > 0,

s
h—0t
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donc f n’est pas dérivable en 0. &

Définition 1.5 Nombre dérivé a droite et a gauche

Soit f € F(I,R) et soit zg € I. On dit que f est dérivable a droite, en x( si la limite suivante existe et est
finie :

lim [ (x) = f(20)

a:%a::{ T — To

eR.

Dans ce cas, on appelle alors nombre dérivé de f a droite en xq

fq(xo) = lim M: lim f(xo+h) — f (o)

z—)zg T —To h—07T h

On définit de méme, lorsqu’il existe, le nombre dérivé de f a gauche en xg

fo (xo) = lim M: lim f(zo+h) — f(x0)

Ty T — To h—0" h

En particulier, on ne pourra pas parler de nombre dérivé & droite si zyp = max I ou de nombre dérivé a gauche
Si g = min [.

W Proposition 1.6

Soit f € F(I,R) et soit xg € I. Alors on a équivalence entre :

(i) f est dérivable en zo.
(ii) f est dérivable a gauche et a droite en g et f; (z0) = fy (o).

Dans ce cas, on a alors f' (z9) = f; (z0) = fj (o).

Démonstration : C’est un résultat déja vu dans le cours de limites : en ¢ € I, une fonction admet une limite

si et seulement si ses limites a gauche et a droite sont égales. O
Exemple 1.7 :
On définit les applications
f_R - R 0,400 - R
R e e N S T

La fonction f est dérivable sur R* et on a

1 siz>0
Ve e R*, f'(x)= )
/(@) {—1 sixz <0
De plus, f est dérivable & gauche et & droite en 0 et
fe(0)=-1, f3(0)=1.
Par contre, f, (0) # f;(0) donc f n’est pas dérivable en 0.

La fonction g, elle aussi, est dérivable sur R, . De plus,

L 900 —g(0)

h—0 h
h#£0

=1

)
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donc g est dérivable sur Ry et ¢’ (0) = 1. O

& Une application est la donnée de f et de son ensemble de définition.

Définition 1.8 Tangente

Soient f € F(I,R) et zy € I. On suppose que f est dérivable en . On appelle alors tangente en xg a la
courbe représentative de f la droite d’équation cartésienne :

y = f(x0) + (x — x0) f' (o).

y = f(x0) + (x — o) f' (20)
y=f()

Zo
La tangente en xg est la meilleure approximation affine de Cy au voisinage de z : ces deux courbes passent par

le point (zo, f (z0)) et le coefficient directeur de la tangente est le "taux d’accroissement local" de Cy.

Lorsque la limite du taux d’accroissement est infinie, la fonction n’est pas dérivable, mais cela correspond quand
meéme & une tangente verticale (cas de la fonction racine).

Définition/Proposition 1.9 Développement limité a l'ordre 1

Soient f € F(I,R) et zp € I. Alors on a équivalence entre :

(i) f est dérivable en xg.
(ii) Il existe «, 8 € R tel que

f(x)

a+ p(x—x9)+o0(z— o).

T—xT0
(iii) Il existe «, 8 € R tel que

f(xo-i-h)ﬁa-f—ﬂh-i-o(h).

Dans ce cas, on a alors a = f (zg) et 3 = f' (x).

Les égalités (ii) et (iii) sont appelées développement limité (DL) a l'ordre 1 de f en xg.

&Donc f est dérivable en x si, et seulement si, f admet un DL & I'ordre 1 en zg. On verra plus tard que
cette propriété est fausse pour les dérivées d’ordre plus élevé.

154




I. DERIVABILITE LOCALE

Démonstration : Remarquons d’abord que (ii) et (i44) sont équivalentes, par jeu de réécriture. Il reste a
prouver l’équivalence avec ().

(i) = (¢) | Il existe A € R tel que

z)— f(x
Flo) = @) +A@—a0) +o(—zp), LZIE)_y o),
T—To T — X9
donc f est dérivable en z( et
f/ (I‘O) — hm f(ZC) B f(ll?o) — A
iR
(#) = (42) | On suppose que f est dérivable en z¢, et on pose alors
Veel, ¢(x)=f(x)—f(x0) = f (o) (x — o).
Alors
lim ¢ (2) — lim M — f'(xg) =0,
=z X — T T—T0 T — X0
donc ¢ (z) o(x — x0). En notant A = f’ (x¢), on alors vérifié le point (ii). O
T—rTo

Proposition 1.10

Soient f € F(I,R) et zp € I. Si f est dérivable en x( alors f est continue en z.

Démonstration : Si f est dérivable en xg alors f admet un DL a l’ordre 1 en x : pour x au voisinage de x,
on a

f (o) + (x = x0) f' (z0) + 0 (x — 20) == [ (z0) + O (x — x0).

T—T0 T—To

f ()
En particulier,

lim f(x) = lim f (w0) + O (w— 20) = f (z0),

r—xo

donc f est continue en xg. O

& La réciproque est évidemment fausse : on a vu que les fonctions x — /z et x — || sont continues mais
pas dérivables en 0.

2. Reégles de dérivation

Définition 1.11 Fonction dérivée

Soit f € F (I,R). On appelle fonction dérivée de f la fonction

I — R
30 sty Leth=r@)
h#0

& 155



CHAPITRE 8. FONCTIONS - DERIVATION

& D’aprés ce qu’on a fait précédemment, la fonction f’ n’est pas, a priori, une application. C’est-a-dire qu'il
faut vérifier si elle est bien définie. De maniére équivalente, cela revient & déterminer I’ensemble de dérivabilité
de f.

& Lanotation f’ est réservée a la dérivée de f (quand elle existe). On ne pourra donc pas 'employer autrement,
par exemple dans une phrase du type "Soient f, f’ € F(R,R)...".

On a vu que f’ (z) représente le taux d’accroissement local de f en x. Il convient donc de lier le signe de f’ aux
variations de f.

Proposition 1.12

Soient f,g € F(I,R), A € R et 2o € I. On suppose que f et g sont dérivables en xg. Alors :
(i) f+ g est dérivable en xq et
(f +9) (z0) = f' (z0) + ¢ (x0) -
(ii) Af est dérivable en z( et
() (o) = Af' (o) -
(iii) f x g est deérivable en z et

(f % 9) (wo) = [ (20) g (z0) + [ (x0) g’ (wo0) -

1
(iv) Si f (zo) # 0, alors — est dérivable en zg et

f

(Y-

(v) Sig(zo) # 0, alors 5 est dérivable en ¢ et

(f)l (z0) = [ (@o) g (o) — f (o) g’ (wo)

5 g (»%)2

Démonstration : (iii) Pour % au voisinage de 0, on a

fg(zo+h) = f(zo+h)g(xo+h)=(f(x0) + hf (x0) +0(h)) (g (x0) + hg' (x0) + 0 (h))
= fg (o) + hf' (z0) g (o) + hf (x0) g’ (x0) + K> f' (w0) ¢ (w0) + 0 (h)
= fg (o) + h (f' (x0) g (wo) + f (w0) g’ (z0)) + 0 (h).

Donc fg est dérivable en zg et (fg) (z0) = f (z0) g (zo) + f (z0) g’ (20) .
(iv) Supposons que f (zo) # 0. f est dérivable donc continue en xg. En particulier, puisque f (z¢) # 0, alors
f ne s’annule pas au voisinage de xy. On a alors, pour h au voisinage de 0

1

() @otm=(3) @) ol = sy o) = foath)  —f (w0)

h h hf (zo) f (xo +h) h—0 f (x0)2 '

1 !/
Donc 7 est dérivable en xq et () (z9) = —
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. 1
(v) Evident en remarquant que f = fy avec p = —.
g g

W Corollaire 1.13

L’ensemble D (I,R) est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau (commutatif) de C° (I, R). De plus, I'ap-

D(I,R) —» F(I,R)

plication f . £ est un morphisme d’espaces vectoriels.

Proposition 1.14 Régle de la chaine("chain rule”)

Soient I,J deux intervalles de Ret f € F(I,J),g € F(J,R) et xg € I. Si f est dérivable en xz( et si g est
dérivable en f (z0), alors g o f est dérivable en xg et

(9o f) (zo) = f' (wo) x g’ (f (x0))-

Démonstration : Puisque f et g sont dérivables, il existe des fonctions hq, ho telles que li(]gn hy = lign ho =0

et, pour x au voisinage de xo et y au voisinage de f (zo),

f(x) = f(xo) + (& — 20) (f (x0) + h1 (x — x0)),
9(y) = g (f (x0)) + (y — f (x0)) (¢" (f (x0)) + ha (y — [ (x0))) -

Par continuité de f en xg, lim f (z) = f (z0), et donc
T—rT0o

g (f () =g (f(x0)) + (f (x) = f (0)) (¢ (f (x0)) + h2 (y — f (x0)))
=g (f (x0)) + (z —x0) (f' (x0) + h1 (x — 20)) (¢ (f (20)) + h2 (y — f (x0)))
=g(f (o)) + (= — x0) f' (w0) ¢’ (f (z0)) + (z — x0) h3 (x — x0),

avec li(l)n hs = 0. On en déduit que g o f est dérivable en o et que (go f) (zo) = f' (z0) x ¢’ (f (x0))- O

Proposition 1.15

Soient I, J deux intervalles de R et f une bijection continue entre I et J. Soit x¢ € I, et on note yg = f (zo).
Si f est dérivable en z¢ et que f’ (xq) # 0, alors f~! est dérivable en yq et

1

(f_ ) (vo) = m-

Démonstration : Pour y au voisinage de yo, ¥ # yo, on a

P =) =) T ) =
Y=o FUT@) = Wwo)  fUH W) — f (o)
Puisque f est continue sur I, alors f~* est continue sur .J, et en particulier en yo. Donc lim f=* (y) = £~ (yo).

Y—Yo

Et donc, puisque f est dérivable en zq et que f' (xg) # 0,

i @) = o)

[ (y) — o _ 1 _ 1
Y=o Y — Yo v=vo f(f71(y) — f(zo)  f(xo) f(f7'(w0))

& 157



CHAPITRE 8. FONCTIONS - DERIVATION

Remarque 1.16 : Les courbes représentatives de f et f’ sont symétriques par rapport a la droite d’équation
y = x. C’est pourquoi leurs tangentes respectives en xq et yp, lorsqu’elles existent, sont aussi symétriques, et
leurs coeflicients directeurs sont inverses I’'un de 'autre.

En particulier, I'une des courbes admet une tangente verticale (correspondant & une "dérivée infinie") si, et
seulement si, autre admet une tangente horizontale (correspondant & une dérivée nulle). &

Pour retrouver la formule, on peut aussi simplement dériver 1’égalité f o f~! = Id (cela ne prouve pas que f~*
est dérivable).

s N

Proposition 1.17 Dérivées usuelles

Les fonctions polynomiales, trigonométriques, trigonométriques hyperboliques, exp et In sont dérivables sur
leur domaine de définition. La fonction z +— /x est dérivable sur 0, +o0].

On a les formules suivantes, a # 0, et pour x convenablement choisi :

f(z) z® e’ | cosz | sinz tanzx arcosx | arcsinz | arctanz
f(x) | ax® T |e® | —sinz | cosx [ 1+ tanz | — \/11—.7;2 \/11—.»52 1+1$2
f(z) |Inz | chz | sha thz argchz | argshz | argthx

7 I 2 I I I
f'(x)| & |shx|chx|1l-th"x 7o | A T

&La fonction x — x® est définie sur ]0, +ool, sauf si a € Z, auquel cas elle est définie sur sur R* ou R (dans
le cas général, penser a I’écriture exponentielle).

On remarquera (et ¢’est bien normal) que la dérivée des fonctions correspond a 'opérateur "dérivation" rencontré
dans le chapitre sur les polynomes (et évoqué pour les fractions rationnelles). Il faut juste faire attention au
domaine de dérivabilité des fonctions considérées (ici, la dérivée n’est plus un objet abstrait mais une fonction
dont on doit connaitre le domaine de définition).

& Avant de dériver brutalement une fonction, on précisera toujours si celle-ci est dérivable en les points
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d’intérét (méme si c’est évident).

Exercice 1.18 :
Soit I un intervalle ouvert non-vide de R et soit f € D' (I,R).

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f et f’ pour que |f| soit dérivable sur I.
2. Soit g € D' (I,R). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f, f’,g, ¢’ pour que max (f,g) soit
dérivable sur I.

ﬁ Reponse

1. On commence par faire un dessin pour deviner la réponse, et on montre que

Ifl € D' (I,R) <= Vz €I, (f(:o =0= f'(z) :o).

Supposons que |f| soit dérivable sur I, et soit @ € I tel que f (z) = 0. Alors, pour h au voisinage de 0,

St B Wethl g, g e+h) 1)

h h h ’
Donc
rin s R f@)]
£l (@) = lim - = —|f' @),
rin o R @]
fI/ (@) = lim, . =7 @|.

On en déduit que |f' (z)| = |f|' (z) = 0.
Réciproquement, soit z € I.
o Si f(x)# 0, alors f # 0 au voisinage de = (par continuité). | f| coincide avec f (ou —f) au voisinage
de x, et est donc dérivable en x.
e Si f(x)=0,alors f'(z) =0, et

@+ 0| 1f @] _ |f(@+h)]

h h h—0 0.
Donc |f| est dérivable en z, et donc sur 1.
2. On a
+ —
max ( + g) = f29+ \f29|.

On déduit de la question précédente que

max (f,g) € D' (I,R) <= Vz eI, (f(x) =g(x)= f'(x) :g'(x)>.

3. Dérivées d’ordre supérieur

Définition 1.19 Dérivée seconde

Soit f € F(I,R). On dit que f est 2 fois dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f’ est dérivable sur I.
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On définit alors la dérivée seconde de f

F@ . I — IE/Q
Caoe () ()

& Il s’agit d’une notion locale, méme si on 1’écrit sur tout I par souci de simplicité; en effet, f’ doit étre
définie au voisinage de xg et donc f doit étre dérivable sur tout un voisinage de z.

On définit alors par récurrence les dérivées d’ordre supérieur de f (lorsque c’est possible), et on note :
fO=f, Ynen, fo = (50

/
On remarquera qu’on a bien f("+1) = (f(")) = (/)™

Définition 1.20 Classes C" et D™
Soit n € N*. On définit

D" (I,R) ={f € F(I,R)/f est n fois dérivable sur I},

C"(I,R) = {f € D" (I,R) /f™ est continue sur I}
+oo
C*(I,R)= () C"(I,R)={f € F(I,R) /¥n €N, f € C"(I,R)}.

n=0

Ces notations sont bien consistantes avec les notations C° (I),D* (I),D? (I) rencontrées auparavant (on ne
précisera pas ’ensemble d’arrivée lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité).

A noter :
cMmop ot oP*I)2---2D"(I)2C"(I)D---2C>®(I).

On parle de "régularité" des fonctions, et on pourra qualifier une fonction C* de "réguliére" (terme non-
mathématique, mais assez parlant).

Exemple 1.21 :
Les fonctions polynomiales, exp et In sont de classe C* sur leurs ensembles de définition respectifs. &

Exemple 1.22 :
R* — R
On définit la fonction f : o . (1Y . D’abord, remarquons que lim f = 0 car sin est bornée, et
xr = zx°sin| — 0
x
donc on peut prolonger par continuité la fonction f en
2 i 1 :
~ resin- six#0
Ve eR, f(x)= * . 7 .
0 siz=0
Ensuite, par composition de fonctions dérivables, fest évidemment dérivable sur R* et
* s . 1 1
Ve e R*, f'(x) =2xsin— — cos —.
x x

On remarque que

tim 7@ (g; sin 1) —0, Flz) — o(a).

z—0 X z—0 x
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Autrement dit, fadmet un DL d’ordre 1 en 0 :
f@) =0+zx0+o0(x),

ce qui prouve que fest dérivable en 0, et que f' (0) = 0. Ainsi, fe Dt (R).

Enfin,

. 1 . 1 .
lim | 2zsin— | =0, lim cos — n’existe pas,
x—0 €T x—0 x

donc f’ n’admet pas de limite en 0. Autrement dit, f’ n’est pas continue en 0.

1

y = x?sin —
x

¢

Remarque 1.23 : L'exemple 1.22 fournit un exemple trés important de fonction dérivable mais pas C*. On a
1

donc montré que C' (R) € D' (R). De méme, en considérant les fonctions de la forme x +— z¥ sin <), on peut
x

montrer que toutes les inclusions C™ (R) € D" (R) et D" ™! (R) C C" (R) sont strictes. O

W Proposition 1.24

Pour tout n € N*, les classes C™, D™ et C* sont stables par combinaison linéaire, par produit, par inverse et
par composition (lorsque ces opérations sont bien définies).

Proposition 1.25 Formule de Leibniz'

Soient f,g € D™ (I). Alors, pour tout n € N, on a

(9" =Y (Z) F8 x gt b,
k=0

Démonstration : On démontre cette formule par récurrence sur n € N.

0
0
st e e (1)) = 1y = 00 = 3° (2) g 00

k=0

1. Gottfried Wilhelm LEiBNiz (1646-1716) : Philosophe, juriste et scientifique allemand.
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n

Soit, n € N et supposons que (fg)™ = Z <Z>f(k)g("k). Alors

k=0
n ! n
(n+1) _ NN (k) (n—k) | _ n (k) ,(n—k))’
(f9) (Z <k>f xg > () (r0g=)

k=0 k=0

n
_ ”) (k+1)  (n—k) (k) ,(n+1—k)
= f g + /Mg

> () ( )
— (7 pn) k) N () ) gt 1—R)

Y () (1)

n+1
_ ( n )f(k n+1k+2(> g1k

k=1

n n _ n
_ fn) 4(0) +Z Kk) n <k_ 1)} 0 4 H1R) | F(0) (n+1)
k=0

n+1

_ Z (”+ 1) F0) gnr1-k)
ce qui achéve ’hérédité. O

Exemple 1.26 :
On pose f:z+— (2x2 —4dx + 1) e?%. On note

g:x—222—4dx+1, h:z—e*®

Tout d’abord, g et h, et donc f, sont de classe C*> sur R. On va calculer les dérivées successives de f avec la
formule de Leibniz. Pour tout n > 2, et pour tout x € R,

£ (z) = zn: (Z) ) (z) b= ( 22: ( ) *®) () B=F) ()

k=0 k=0
=2" (2332 — 4z +1) e* 42" (4o — 4) e** —&—%2”_24 e®
=[2"(22° —dz+ 1)+ 2" n(z - 1) +n(n-1)2"""] ¢
=[2"2"+ (n—2)2" 'z + 2" (n® — 5n +2)] €

On remarque que la formule précédente reste vraie si n = 0 ou n = 1 (pas besoin de refaire les calculs, les termes
de rangs 1 et 2 de la somme s’annule lorsqu’il le faut). &

Proposition 1.27

Soient I,J deux intervalles de R et f une bijection entre I et J. Supposons que f € D" (I,J) (resp. f €
C™(I,J), resp. f € C®(I,J)) et que f’ ne s’annule pas sur I. Alors f~* € D" (J,I) (resp. f~' € C" (J, ),
resp. f~! € C™(J,I)).

Démonstration : Supposons que, pour tout = € I, f’ (z) # 0. On démontre par récurrence que, pour tout
neN, si feC™(I)alors f~' € C™(J).

Initialisation |Si f € C* (I) alors, puisque f’ ne s’annule pas sur I, on sait que f~ ! est dérivable (donc continue)

sur I et que et (ffl)/ = 7 Par composition de fonctions continues, (ffl)l est donc continue sur I.

b
frof~
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Soit n € N et supposons que

fecr ()= frecm(J).

_ 1
T g

par composition de fonctions de classe C”, la fonction (ffl)/ est donc de classe C™ sur J. On en déduit que
f~tec™™ (J), ce qui achéve I'hérédite.

On suppose que f € C"*! (I). Par hypothése de récurrence, f~' € C™ (J). D’autre part, (f_l)/ et,

On démontre de la méme maniére le résultat pour la classe D™. Le résultat pour la classe C*° est alors évident
par définition. O

Définition 1.28 Difféomorphisme

Soit f € F(I,R), soit p € N et soit J un intervalle de R. On dit que f est un CP-difféomorphisme de I vers
J si f est une bijection de I sur .J et f et f~! sont de classe CP.

4. Cas d’une fonction & valeurs complexes

Tout ce qu’on a vu dans cette premiére section reste rigoureusement vrai pour les fonctions & valeurs complexes
(tant que la variable est réelle), ce qui exclut donc les résultats sur les bijections réciproques.

I N

Proposition 1.29

Soient f € F (I,C) et zp € I. Alors on a équivalence entre :

(i) f est dérivable en x.
(ii) e f et Jm f sont dérivables en x.
(iii) f est dérivable en .

Dans ce cas, on a alors

(Re f) =Re (), Ouf) =mm(f), () =7F.

Aucune difficulté, c’est un simple résultat sur les limites de fonctions complexes.

Exemple 1.30 : 4 '
La fonction ¢ : z + €'” est dérivable sur R et ¢’ : x — ie'. o

II Dérivée globale

Puisque cette section traite d’extrema et de variations de fonctions, il est assez clair que ’on ne va parler que de
fonctions réelles. Pour cause, la plupart des résultats énoncés ici sont faux pour les fonctions & valeurs complexes,
a lexception de l'inégalité des accroissements finis.

1. Extrema locaux et points critiques

On rappelle qu’un extremum local est un point ou une fonction admet un maximum ou un minimum local. Une
fonction f admet un maximum local en ¢ si f < f (x¢) au voisinage de xo.
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.

Définition 2.1 Point critique
Soient f € F (I,R) et x9 € I. On dit que z( est un point critique de f si f est dérivable en zq et si f' (zo) = 0.

W Proposition 2.2

Soit f € F(I,R) et g € I. Supposons que f admette un extremum local en xg et que f soit dérivable en xg.
Alors [ (x) = 0.

Autrement dit, si une fonction admet un extremum local en un point & 'intérieur de I, alors celui-ci est un
point critique.

Démonstration : Quitte a considérer —f, on peut supposer que x( est un maximum local. Autrement dit, il
existe a > 0 tel que
Vh e [—a,a], f(xo+h) < f(xo).

[ est dérivable en o, et donc f; (z0) = f' (z0) = fj (o). On a alors

f(xo+h) — f(x0) [ (w0 +h) = f(z0)

— > / = 1 > 0.
Vh € [—a,0], 5 >0, fy(xo) hlir(r)l_ o >0
De méme,
[ (@o+h) — f (2o) / o flxo+h) = f(z0)
< = <0.
Vh €]0, ], N <0, fi(xo) hlirgh A <0
Donc f (zg) = 0. O

& Ce résultat est faux si 2o est une borne de I (on a contre-exemple avec n’importe quelle fonction strictement
monotone sur un segment).

& La réciproque est fausse également. En effet, 0 est un point critique pour la fonction x — x3, mais cette
fonction est strictement croissante au voisinage de 0 (il n’est donc pas un extremum local).

En pratique, pour trouver les extrema locaux d’une fonction, on commencera par trouver les points critiques
(et on étudiera alors précisément chacun d’entre eux).
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WThéoréme 2.3 Théoréme de Rolle>

Soient a,b € R tels que a < b, et soit f € F ([a,b],R). On suppose que f est continue sur [a, b], dérivable sur
la,b] et que f(a) = f (b). Alors il existe ¢ €]a, b] tel que f' (c) = 0.

Démonstration : La fonction f est continue sur le segment [a, b], elle est donc bornée et atteint ses bornes.
11 existe donc m, M € R et ¢, ¢2 € [a,b] tels que m = ?iﬁf =f(c1) et M= I[ne}j)](f = f(c2).
a, a,

. - . at+b
Sim = M, alors f est constante sur [a,b] et donc le théoréme est vrai avec ¢ = —
Si m < M, et puisque f (a) = f (b), on a forcément c¢; €]a, b (on pose alors ¢ = ¢1) ou ¢z €Ja, b[ (on pose alors
¢ = ¢2). Dans tous les cas, ¢ €]a, b et ¢ est un extremum local de f. De plus, f est dérivable en ¢, ¢ est un point
critique de f, et donc f'(c) = 0. O

Exercice 2.4 :
Soit P € R[X] un polynome de degré n > 2 possédant n racines distinctes r1,...,7,.

1. Montrer que P — P’ posséde n — 1 racines réelles distinctes.
2. Montrer que toutes les racines de P — P’ sont réelles.

fg Reponse

1. On définit la fonction f : = — P (x)e™ . f est dérivable sur R, comme produit de deux fonctions
dérivables. De plus,

Ve €R, f (¢) =P (z)e" —P(x)e™" = —[P(2) = P' (a)] e~

Enfin, pour tout ¢ € [I,n — 1], on a f(r;) = 0 = f(riy1), donc d’aprés le théoréme de Rolle, il
existe ¢; €1y, riy1[ tel que f' (c;) = 0. Donc (P — P’) (¢;) = 0. 1l existe donc des nombres réels distincts
Cly. .- Cnq telsque (P — P')(cy) == (P—P')(c,_1)0. Autrement dit, P— P’ posséde n— 1 racines
réelles distinctes.

2. P— P’ est de degré n (car deg P = n et deg P' = n—1) et P— P’ posséde n— 1 racines réelles distinctes,
donc il existe ¢, € C tel que

Z(P—-P)={e1,...cn_1,¢n}

Supposons, par l'absurde, que ¢, € C\ R. Puisque P — P’ € R[X], alors ¢, € Z(P—P’). Or
Cl,---,¢cn_1 € Ret ¢, ¢ R donc ¢, = ¢,, ce qui est impossible. Donc ¢, € R. Toutes les racines
de P — P’ sont donc réelles.

WProposition 2.5 Régle de L’Hopital®

Soient zg € I et f,g € D' (I'\ {xo},R). On suppose que lim f = limg = 0 ou =+ co. S'il existe £ € R tel que
o o

f'(x)

xigclo g (:,C)

9

2. Michel RoLLE (1652-1719) : Mathématicien frangais.

n
=>4
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alors
im L&) _ g,
a0 g (x)
R . s . 0 +o0
Cette régle permet de lever certaines formes indéterminées de la forme 0 ou .
00

2. Théoréme et inégalité des accroissements finis

WThéoréme 2.6 Théoréme des accroissements finis
Soient a,b € R tels que a < b, et soit f € F ([a,b],R). On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable

J)~f(a)

sur ]a, b. Alors il existe ¢ €]a, b] tel que f' (c) = r—

Démonstration : Cette méthode est classique : on veut appliquer le théoréme de Rolle & une fonction bien
choisie g. Pour cela, on remarque que

=100 gy 10-S@

On cherche donc g une primitive de ¢ s f' (c) — (b[)): () On pose done
s s LD

On a alors
g(a) = f(a) alf (l;):af (@] _(b—a)f(a) bf_aif (b) = f(a)] _bf (alz:;zf (5)7
o= ) WO L@ 00l G- WO S _Y@-el®)

De plus, g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b[. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que

f(b) = f(a) f)~fla)

I o, o=t

g (c)=f"(c) -
O
Le théoréme des accroissements finis généralise le théoréme de Rolle lorsque f (a) # f (b). On remarquera que

ces deux théorémes donnent un résultat d’existence ("il existe c tel que...") mais ne permettent pas de trouver
le point d’intérét en pratique.

Corollaire 2.7 Inégalité des accroissements finis

Soient a,b € R tels que a < b, et soit f € F ([a,b],R). On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable
sur Ja, b[. S’il existe M > 0 tel que, pour tout = €a,b[, |f’ (z)| < M, alors

[f (b)) = f(a)| < M[b—al.

3. Guillaume Frangois Antoine pE L’HOPITAL (1661-1704) : mathématicien francais.
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Démonstration : D’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que

fO)=fla) |f()=[f(a)]

fre) = —=3——> b a =|f"(c)| < M.

& Le résultat est faux si f’ est simplement majorée ; on n’oubliera donc pas la valeur absolue !

Par définition, les propriétés du taux d’accroissement sont transmises a la dérivée (il s’agit en effet d’une limite).
Le théoréme et I'inégalité des accroissements finis fournissent une sorte de réciproque & cette proposition : avoir
des informations concernant f’ sur |a,b] permet d’obtenir des informations sur le taux d’accroissement de f
entre a et b.

Exemple 2.8 :
La fonction sin est dérivable sur R, et sin’ = cos qui est bornée par 1. Soit = € R. On a alors, d’aprés l'inégalité
des accroissements finis sur [0, z],

|sinz —sin0] < | — 0] x sup|cos| = |z|, |[sinz| < |z|.

0,z]

W Corollaire 2.9

Soient a,b € R tels que a < b, et soit f € C* ([a,b],R). Alors f est lipschitzienne sur [a, b].

Démonstration : f est C' sur [a,b] donc f’ existe et est continue sur le segment [a,b]. On en déduit que f’
est bornée (et atteint ses bornes) sur [a, b]. D’aprés 'inégalité des accroissements finis, pour tous z,y € [a, ],

[f (@) = f W) | < |z =yl x sup [f'] < [z — y| x sup |f'].

Jz,yl [a,b]
Par définition, f est donc lipschitzienne sur [a, b], de constante de Lipschitz sup | f'|. O
[a,b]
Exemple 2.10 :

Soit (u,) la suite définie par

Uy, + cos ("7")

u €ER, Upyp1 = 3

Etudier la convergence de la suite (u,).

ﬁ Reponse

On pose, pour tout z € R,

f@ =520 @)= @) o= 2T

Les fonctions f et g sont de classe C* sur R, comme combinaisons linéaires de fonctions réguliéres. On a,
pour tout z € R,

1 1 z 1 1 0 3
b == == = L = — < =
I @) '2 1% —2+4sm2’—4’
1 1
/ —_ = = 8.
g (z) = 5 4st<0
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D’une part, on sait que limg = +o00 et Emg = —o0 et g est continue sur R, donc d’apres le théoréme des
—0o0 (o]

valeurs intermédiaires (& rédiger proprement), il existe £ € R tel que g (¢) = 0, c’est-a-dire f (¢) = £. De plus,
g’ étant strictement négative, la fonction g est strictement décroissante sur R donc injective, donc

IMeR, f)=¢t.
D’autre part, d’aprés I'inégalité des accroissements finis,
VneN, |unyr =€ =|f (un) = F(O) | < Zfun — L]
Par une récurrence immédiate, on en déduit que
3 n
Y < [Z _

donc lim w, = /.
n—-+oo

L J

¢
Exemple 2.11 :
Soit (u,,) la suite définie par
€ [0,1] !
U Uptl = .
0 s Ll +1 1+ 'LL%
Etudier la convergence de la suite (u,). O

Toute cette partie devrait vous rappeler le cours sur les suites définies par récurrence et leurs points fixes, vu
dans le chapitre de limite et continuité.

Remarque 2.12 : On pourra noter que I'inégalité des accroissements finis est vraie dans le cas d’une fonction &
valeurs complexes. En revanche, le théoréme de Rolle (et le théoréme des accroissements finis, qui le généralise)
sont faux : prendre exemple de = — €** sur [0, 27]. &

3. Signe de la dérivée et variations

I N

W Proposition 2.13

Soit f € D' (I,R). Alors :

(i) f est croissante (resp. décroissante) sur I si, et seulement si
Veel,f () >0 (resp.Vx eI, f (z) <0).

(ii) f est constante sur I si, et seulement si, pour tout z € I, f'(x) = 0.
(iii) Si f’ est positive (resp. négative) sur I et si f’ s’annule seulement en un nombre fini de points, alors f
est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I.

Démonstration : Quitte & considérer — f, on ne démontre que les propriétés pour les fonctions croissantes.

(i) [=]Si [ est croissante, alors pour tout zg € I, f est dérivable en x( et

vrerg, 1@=f@)
r — X
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donc en passant a la limite, f’ (z9) > 0.
Soient z,y € I,z < y. Alors d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]z, y| tel que

fy)—f()
Yy—

f'(e) =

> 0.

Or y —x > 0donc f(y) — f (z) >0, ce qui entraine que f est croissante sur I.
(ii) D’apres (i), on a

I ! >
f constante <= f croissante et décroissante <= veel, fi(z) =20 , [ (z)=0.
Veel, f'(z)<0

(iii) Puisque f’ est positive, alors f est croissante sur I. Supposons, par absurde, que f ne soit pas strictement
croissante sur I, c’est-a-dire qu’il existe z,y € I,z < y tels que f (z) = f(y). Alors f est constante sur

[z,y] et donc f' = 0 sur [x,y], qui est un ensemble infini), ce qui est impossible car f’ ne s’annule qu’en
un nombre fini de points.

O

Remarque 2.14 : Le point (#i¢) n’est qu’une condition suffisante pour qu’une fonction soit strictement positive ;

c’est la condition qui sert en pratique. f pourrait aussi s’annuler en un nombre dénombrable de points, par
exemple z — x — sinz. &

Exercice 2.15 :
Déterminer les extrema locaux et globaux de la fonction

frze (a* — 42 + 1127 — 222 + 22) "

ﬁ Reponse

Puisque la fonction f est dérivable sur R, les extrema locaux de f sont solutions de I’équation f (x) = 0. On
a, pour tout x € R,

f(2) = (2" — 42® + 1127 — 222 + 22 + 42® — 1227 4 222 — 22) " = (2! — 2%) .
Donc

fl2)=0 < 2'-2>=0 < 2% (2°-1)=0 < z=0ouz=1louz=—1.

De plus, on a le tableau de variations suivant :

x —0 -1 0 1 +o00
f/ (x) + 0 — 0 — 0 4=
60e " —_ +0o0
0 8e

Donc 1 et —1 sont des extrema locaux de f, mais 0 n’en est pas un. De plus, 8e > 0 donc f d’admet pas
d’extrema globaux.
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o

Remarque 2.16 : Attention, si f’ (z) > 0, alors cela n’implique pas que f est croissante au voisinage de zg
(c’est vrai si la fonction f est C', auquel cas f est positive au voisinage de ). On peut s’inspirer de ’exemple

de z — x?sin — pour trouver un contre-exemple avec une dérivée positive en 0 :
X

y = 2 sin —
T

. . N .
On considérera par exemple la fonction ¢ : z — z2sin — + 5 dont la courbe est coincée entre les courbes des
T

T T
fonctions z — x% + 5 et x— —x% + 5 &

4. Théorémes d’extension et de prolongement

WThéoréme 2.17 Eaxtension de la dérivée

Soient x € I. Soit f € F(I,R). Si f € C°(I) et f € D' (I\ {zo}), et si f' admet une limite finie £ en o,
alors f € D' (I) et f' (xg) = £.

En particulier, f’ est continue en xg.

Démonstration : Il suffit de montrer que f est dérivable en x. Soit € I'\ {xo}. On note S, =]z, z[U]z, zo][.
Alors f est continue sur S, et dérivable sur S,,, on peut donc lui appliquer le théoréme des accroissements finis :
il existe ¢, € S, tel que

z)— f(w
,f/(cx):f() f( 0)
r — X
On a alors
rg—r<cy <wzog+2x, lim c; =29, lim M = lim f'(c;) =4,
T—rTo T—x0 xr — Xo T—x0
TH#xo T#xTo TFT0
donc f' (zg) = £. O

Une variante de la démonstration utilise I'inégalité des accroissements finis, et permet donc d’étendre ce résultat
au cas des fonctions & valeurs complexes.
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s N

WThéoréme 2.18 Prolongement CP
Soient p € N* et g € I. Soit f € F(I\{zo},R). Si f €CP(I\{xo}), et si

vk e [0,p], Jim ) (2) = 4, e R.

T#xo

alors f se prolonge en une fonction de de classe C? sur I vérifiant

vk € [[Ovp]]a f(k) (.130) = €k~

Evidemment, on pourra appliquer ce théoréme pour prolonger des fonctions de classe C*™.

Démonstration : Montrons par récurrence finie sur k € [0, p] que f se prolonge en une fonction C* (I) et que
F®) (o) = 4.

Initialisation | D’apreés le théoréme de prolongement par continuité, f admet une limite finie en zy donc se
prolonge en une fonction continue en z (on la note encore f) vérifiant f (xq) = 4p.

Soit k& € [0,p — 1], on suppose qu’on a prolongé¢ f en une fonction de classe C* sur I et que
F®) (29) = €. Alors f®*) est continue en x, dérivable sur I\ {zo}, et sa dérivée admet une limite finie en

zo. Donc par le théoréme d’extension de la dérivée f*) est dérivable et f*+Y (z0) = £411, ce qui démontre
I’héréditeé. O

& La différence principale avec le théoréme d’extension de la dérivée, c’est qu’on ne suppose plus que f est
continue (ni méme définie) en a : c¢’est bien un théoréme de prolongement.

Remarque 2.19 : Hors-programme : si x( est une borne de l'intervalle, alors on a juste besoin d’une limite
pour la dérivée p-éme, et toutes les autres dérivées se raccordent automatiquement. &

Exemple 2.20 :
On pose

8l

sixz >0
0 siz<0’

xre

Vo € R*, f:scl—>{

Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur R, et déterminer f® (0) pour tout p € N.

g Réponse

Il est évident que f est C*° sur R*. On montre alors par récurrence directe que, pour tout p € N, il existe
F, € R(X) vérifiant

Ve >0, fP(z)=F,(z)e”

Par croissances comparées, on en déduit que, pour tout p € N, lirn+ £ () = 0. D’apreés le théoréme de
x—0

prolongement C?, on en déduit donc que f se prolonge en une fonction de classe C*° sur R et, pour tout p € N,
f® =o.

¢

Remarque 2.21 : Avec ce genre d’exemple, on peut construire des fonctions de classe C* nulles en dehors
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d’un segment. Par exemple, la fonction ¢, définie par

exp () siwe 1]

0 sinon

vV € R, gp(m):{

IIT Développements limités

1. Définition et manipulation

Définition/Proposition 3.1 Développement limité

Soient f € F(I), zp € I et n € N. On dit que f admet un développement limité (DL) a l'ordre n en xo s’il
existe ag,...,a, € R tels que :

n

Zak (x — xo)k +o((x —z0)"),

k=0

f(x)

Tr—rTo

ou, de maniére équivalente,

— k n
f(ﬂ?O‘*‘h)me:Oakh +o(h").

S’il existe, le développement limité est unique.

Dans cette définition, les coefficients a, dépendent bien entendu de zg!

Démonstration : Supposons qu’il existe ag,...,an,bo,...,b, € R tels que

flao+h) = > aph® +o (k") =Y bph* +o(h").
k=0 k=0
Alors, pour h au voisinage de 0,

n

> (a —bp) hF == o (h").

h—0
k=0

Supposons, par I’absurde, qu’il existe k € [0, n] tel que ay # br. On pose alors p = min{k € [0,n/ay # b} (qui
existe par hypothése, 'ensemble étant une partie non-vide de N). On a alors p < n et

n n

S (ae = b) B =3 (ar = be) B = (ap — b)) B¥ + 0 (1) == o ("),

h—0
k=0 k=p
et donc
ap — by +o(l)==o0(h""7).

h—0
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Ceci est absurde, car le terme de droite tend vers 0 mais a, # b,. Il s’en suit que, pour tout k € [0,n],
ap = bk O

&On n’oubliera pas le terme en "o (h™)", ce qui donne vraiment une trés mauvaise impression le jours du
concours ou de ’examen. Pour rappel, on peut écrire o (h™) sous la forme :

o(h")=h"e(h), lime(h)=0.

Exemple 3.2 :
n 1— hn+1 1 n n+1
Soit n € N. Pour tout h €] — 1,1[, on sait que th =7 , donc T = h* + - Or
k=0 k=0
1 hn+1 h hn+1 "
TSR T IR e O Toh e o)

donc la fonction z > admet un développement limité & l’ordre n en 0, qui est

— T

n

1
=g 550 0 ol
k=0

¢

n
Remarque 3.3 : Le polynome ZakX * est la fonction polynomiale de degré inférieur & n qui approche le

k=0
mieux la courbe de f au point .

Proposition 3.4

Soient f € F (I) et n € N. Supposons que 0 € I et que f admette un DL & 'ordre n en 0. Si f est paire (resp.
impaire) alors le DL ne contient que des puissances paires (resp. impaires).
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Démonstration : Supposons que f soit paire (le cas impair se traite de fagon similaire). Il existe ag, . .., a, € R
tels que

f (@)

xz—0

n
Z apx® + o (z").
k=0

D’autre part, f étant paire, on a

n

— _ . _1\k k n
@)= (o) === 3" (D" axa* +o(a").
k=0
Par unicité du DL, on en déduit que, pour tout k € [0, n], ar, = (—1)k ay, et donc ap = 0 si k est impair. O

Exemple 3.5 :
On sait que la fonction sin est impaire, et son DL & 'ordre 8 en 0 est :

. _£+£_£+ (8)
ST 0 X 3' 5' 7' o\r .

Remarque 3.6 :

e On ne peut évidemment rien dire en un point autre que 0.
e La réciproque est également fausse (si I'on connait les n premiers termes du DL, on ne connait pas toute
la fonction f. Par exemple, la fonction f définie par

f@)=1+2%+2° — 1+x2+0(x2)
x—0
admet un DL & l'ordre 2 possédant uniquement des termes pairs, et pourtant f n’est pas paire.
e (Cela reste vrai si la fonction posséde a n’importe quel ordre un DL composé de puissances paires : voir
exemple 2.20.

Proposition 3.7
Soient f € F (I) et xp € I. Alors

(i) f admet un DL a l’ordre 0 en x si, et seulement si, f est continue en xg.
(ii) f admet un DL a lordre 0 en zg si, et seulement si, f est dérivable en x.

L J

Dans ces cas, on peut alors identifier les deux premiers termes du DL avec f (zg) et f' (o).

I N

W Proposition 3.8

Soient f € D' (I), 29 € [ et n € N.

(i) Si f admet un DL & 'ordre n en zg, alors f admet un DL & l'ordre n + 1 en xo obtenu en intégrant
terme & terme celui de f’.

(ii) Si f admet un DL a l'ordre n + 1 et f’ admet un DL & l'ordre n, alors celui-ci est obtenu en intégrant
terme & terme celui de f.
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Démonstration : (i) Par définition, il existe ag,...,a, € R tels que, pour tout & au voisinage de z,

Fr@) = a(@—20)" + (x = 20)" h (z — 20),

k=0

avec li(r)n h = 0. Alors

prLh 0

n+1 ar T—x0
:f(m0)+z k_l (m—xo)k—i—/ s"h(s)ds

k=1

Par définition, pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que
VselIn[—a,a], |h(s)|<e.

On a alors, pour z € [z, 2o + o] NI,

r—xo
/ s"h(s)ds
0

De méme, pour x € [xg — a, o] N 1,

r—xo
/ s"h(s)ds
0

Tr—xo
Donc / s"h(s)ds
0

(ii) Par hypothése, il existe ag, ..., an,bo,...,bp+1 € R tels que

n+1

“T*l’o

Tr—xTo T—Xo
< / s"|h(s)|ds < 5/ shds = — . (. —m)" T =
0 0

n+ n—+1

0 0 To—x € 1
< "k ds < —s)"ds = thdt = — x|,
/HO'S ! <s>\s,s/m (—s)" ds / B P

—x0

0 ((:E - xo)”+1), et donc f admet un DL & l'ordre n + 1 en .
T—x0

" n+1
I () z—0 Zak (x —x0)" +o((x —20)"), [ (x) = Z b (z — z0)" + 0 ((x B xo)n+1) '
k=0 P

D’aprés (i), on sait que

bo = f(x(]), Vk € [[17n_|_ 1]]7 b = akfl.

Donc

n

O

& Si f' admet un DL, alors f en admet un & ’ordre supérieur, mais la réciproque n’est pas vrai. Toujours,
1

le classique contre-exemple 22 sin () qui admet un DL & l'ordre 1 en 0 (car dérivable) mais dont la dérivée
x

n’admet pas de DL & lordre 0 en 0 (car non-continue).
Remarque 3.9 : Soient f, g des fonctions admettant un DL & 'ordre n en .

(i) Pour obtenir les DL de la combinaison linéaire, du produit ou de la composée de f et g, on part des DL
de f et g avec les régles de calcul habituelles.
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1 1

(ii) Pour obtenir le DL de 7 on utilise le DL de u +— Tra
u

(iii) Pour obtenir le DL de f’ s’il existe, on dérive terme & terme le DL de f :

f(xo+ h) = ag+arh+ash®+---+a,h"+o(h"), f'(zo+h)=ai1+2ach+- - +na,h" ' +o (" ).

(iv) Pour obtenir le DL de f si f’ admet un DL, on intégre terme & terme le DL de f' :

a an "
f/ (.’EQ + h) = a()+a1h+' . -+anh"—|—0 (hn) s f ([IJ() + h) = f (l’o)+a()h+?1h2+' . +7n n lh +1+0 (h +1) .
¢
Exemple 3.10 :
La fonction arctan admet un DL & tout ordre en 0. En effet, elle est dérivable sur R et
VreR, f(z)= —
T = —.
’ 1+ 22
Soit n € N. On a déja vu que
E= DI
17— z+o(z").
k=0
On en déduit que
n n k
L Z (—1)* 2% + o (z®"), arctan (z) == arctan (0) + (=) 2?4 o (2271
1+ T2 -0 ’ z—0 2k + 1
k=0 k=0
Donc
3 5 2n+1
arctan () — - % + % +o+ (=) ;n 1o (z*"1)
¢

Exercice 3.11 :
Obtenir le DL & l'ordre 4 en 0 de = — cos (In (1 + z)).

ﬁ Reponse

On a
2 3 2 4
In(1+x) wﬁozf%+%+o(x3), cos (u) — —%+ﬂ+0(u4)
En posant u (2) =In (1 + ), on a alors limou(x):Oet
z—
4 24
u(x)2:x27z3+%+%+o(x4), u () =zt + o0 (z?).

Donc

T
COS(IH(1+Z'))El—?+?_ﬁ+0(x4)

&Pousser le DL de In (1 + «) a Pordre 2 ne suffit pas!
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o

2. Formules de Taylor

Souvent considérées & tort comme de simples développements limités, les formules de Taylor? sont des outils
puissants pour comparer une fonction a son approximation polynomiale en un point. On les énonce ici pour
des fonctions & valeurs réelles; elles restent vraies (sauf la formule de Taylor-Lagrange) pour des fonctions
complexes.

WThéoréme 3.12 Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n € N,zg € I et f e C"H! (I). Alors :

( n
V€1, f(x)_sz)kfx() - / P e

k=0

Démonstration : On montre par récurrence sur n € N que toute fonction f € C"™* (I)vérifie cette relation.

Supposons que f € C* (I) Alors
*) (3 v (1) (4
f (@) (20) / frt f k:(' 0)(17—330)k+/ AL 0()($—t)0dt~

Soit n € N et supposons que la propriété soit vraie au rang n. Soit f € C"2 (I). Alors I’hypothése
de récurrence s’applique & f, et on a donc, pour tout = € I,

k) (g @ p(nt1)
0= I gy L0y
k=0 ’ Zo )

Alors, par intégration par parties, les fonctions FOHD et ¢ (x— t)"+1 étant C! sur I,

z n+1
/ FOD () (@ — )" dt = — %Jf(nﬂ) ] / ) FOF2 (1) dt
+

n+1

. (.I‘ — l‘o)n-‘rl f(n+1) (xo) (J} t) f(n+2) ( )dt,

n+1 n+1
et on en déduit que
“ F ) (o) ko 0D (20) o) 4 f (n+2) (¢ nt1
_ _ ) — )"t
f @) kz:;) k! (@ = @0)" + (n+1)! (2 (n+ 1 )
ntl e(k) T £(n+2)
S (0) k / (t) n

:ZT(J}—.’EQ) + W(l‘—t) +1dt.

k=0 ’ Zo ’

Exercice 3.13 :
Soit f € C*° (R, R). Montrer que

f est un polynoéme < In e N, [0 =0
— IneNVk>n [0 =

4. Brook TayLor (1685-1731) : artiste et mathématicien anglais. Ne pas confondre avec Chuck Taylor, le joueur de basket.
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fg Réponse

La deuxiéme équivalence est évidente (la réciproque est claire, et 'implication est une récurrence directe). On
démontre maintenant la premiére équivalence.

Si f est un polynome, soit n > deg(f), alors on sait d’aprés le cours sur les polynomes que f(") = 0.
Réciproquement, supposons qu'’il existe n € N tel que f (") = 0. Par hypotheése, f est de classe C" sur R et
donc, d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout z € R, on a

n=l e(k) (g = f(n) (4 - ) (
f(x):’;)fk!()xk+/o (J;(l))(_ Ut — Zf ",

donc f = Z f(k

WThéoréme 3.14 Formule de Taylor-Lagrange®

Soient a,b € R tels que a # b, n € Net f € F ([a,b],R). Notons S = [a,b] U [b,a]. Si f est de classe C" sur S
et D" sur S alors il existe ¢ € S tel que

n ) (g (n+1) (o X
ro =Y g oot L e

A écrire entre zq et .

Démonstration : Pour A € R, on pose

(b—a)" !
(n+1)!

ox (z) = () + A

D’une part, ¢ (b) = 0. Puisque b > a, on fixe alors
 (n+1) ~(b—a)®
A= g SO kg T AN B

et ¢y (a) = 0 aussi. D’autre part, la fonction ¢, est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, et @) (a) = @ (b) =
0. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢} (¢) = 0. On a donc

NE +Z

k=1 k=1

n

k—1 n n
) e (o) - I e P ol (AURICEPYE

D’ou fFY (¢) = . Donc

a)n+1

n k
7y =3 O 0 (a4 LD o).

(n+1)!

5. Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813) : mathématicien italien naturalisé frangais.
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& Puisqu’elle utilise le théoréme de Rolle pour sa démonstration, cette formule n’est vraie que dans R (dans
les autres espaces, on ne va pas forcément de a a b en ligne droite). Si f € C"** ([a, b], R), I'inégalité de Taylor-
Lagrange est alors une conséquence directe de la formule de Taylor-Lagrange.

On remarquera que la formule de Taylor-Lagrange généralise le théoréme des accroissements finis.

Corollaire 3.15 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient a,b € R tels que a < b, n € N et f € F ([a,b],R). Notons S = [a,b] U [b, a]. On suppose que f est de
classe C" sur S et D" sur S. §il existe M > 0 tel que, pour tout z € S, |f"+V (z)| < M, alors :

|b _ al(n—i—l)
(n+1)!

‘f(b)_if“ﬂ(a)(b_a)k oy

k!
k=0

La preuve est une simple application de la formule de Taylor-Lagrange. L’inégalité de Taylor-Lagrange permet
de controler lerreur entre f (b) et ’approximation polynomiale de f en a, notée P, au point b.

P (b)

f ()

Remarque 3.16 : Si f € C"" (I) et si 2o € I, alors f admet un DL & I’ordre n en zg. En effet, puisque xo € I,
il existe un segment J inclus dans I contenant xo. Par restriction, f € ¢"*! (J) et donc f("“) est continue
donc bornée (par un certain M > 0) sur J. Alors

( 1 M|$—mo|(”+1)> o M\x—xo|("+1)

li _—
e (x —z0)" (n+1)! (n+1)!  a—wo

r—rTo

o((x —z0)").

D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange (sur J), on a alors

nR) (g
f(x)_Zf (0)($—1’0)k—

— — o((z—m)").
o ! 0

Autrement dit, f admet un DL & l'ordre n en xg. &

On va voir qu’on peut affaiblir cette hypothése de classe C"*! nécessaire pour que f admette un DL en z.
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WThéoréme 3.17 Formule de Taylor-Young®
Soient n € N*, 2o € I et f € D" (I). Alors f admet un DL a 'ordre n en a9 donné par :

nE) (g ,
Z fTEO) (@ —20)" + o ((x — )"

k=0

f(x)

Tr—xQ

ou, de maniére équivalente,

k)
f(wo+h) = ZfT(f”O)hk +o(h").
k=0 ’

Démonstration : On montre par récurrence sur n € N* que cette égalité est vraie pour toute fonction de
classe D" sur I.

Soit f € D! (I). Alors on a déja vu que f admet un DL & Pordre 1 en zq et que
f(z) f(zo) + [ (20) (z — 20) + 0 (z — z0) -

Tr—xo

Soit n € N et supposons que la propriété soit vraie pour toute fonction de classe D™ sur I. Soit
f € D"H(I). Alors f € D" (I) et, d’aprés ’hypothése de récurrence, f/ admet un DL & lordre n en xy donné
par :

n f(k+1) (IO)

T—To k!
k=0

(z — xo)k +o((x —x0)").

f' (@)

Alors f admet un DL & 'ordre n 4+ 1 en zy obtenu en intégrant terme A terme :

n (k+1) T T — k+1 L
f(on)Jer ) (o) ( 0) +o((x—z0)"+)

T—T |
—To o k! k+1

n+1
L oo (- ).

T—To k"

f ()

ce qui achéve I’hérédité. O

Remarque 3.18 : Les trois (ou quatre) formules de Taylor sont ici énoncées de la plus précise a la moins
précise, mais les hypothéses sont de plus en plus faibles (pour arriver finalement a "n fois dérivable). On ne
s’embétera pas 4 retenir les hypothéses précises des trois premiéres formules, la classe C" ! étant bien suffisante
en pratique.

e Le reste intégral donne une expression précise du reste dans la formule de Taylor, et permet notamment
d’étudier sa régularité. Elle donne des informations sur tout 'intervalle 1.

e La formule et l'inégalité de Taylor-Lagrange donne des renseignements partiels (en un point, ou une
inégalité) sur tout segment de I.

e La formule de Taylor-Young est plus vague et donne seulement des informations au voisinage de x.

& La formule de Taylor-Young donne I’implication :

fest n fois dérivable = f admet un DL & ’ordre n en tout xg € I.

6. William Henry Youna (1863-1942) : Mathématicien anglais.
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Oun a équivalence pour n = 1 (c’est la proposition 1.9), mais la réciproque est fausse pour n > 2. En effet, posons

FIR 2¥sin (1) s?x;éo.
0 siz=0
Alors f est dérivable sur R et

3z%sin (L) —zcos (L) siz#0

xT T

VeeR, f(z)= .
* (@) {0 siz=0

Or, pour z # 0,

f%x)f%0)3zﬁn<1>aﬁ<l>

qui n’admet pas de limite quand = — 0, donc f’ n’est pas dérivable en 0. Autrement dit, f n’est pas deux fois
dérivable en 0. Par contre, f admet un DL & 'ordre 2 en O :

O+O+o(x2).

z—0

f(z)=0+0+2? (xsin1>

X

3. Développements limités usuels

Les fonctions usuelles sont de classe C°°, et on peut donc obtenir des DL & tout ordre en tout point. Il est
conseillé de retenir les premiers termes des DL usuels, et de la retrouver la formule théorique au rang n, plutot
que linverse (sous peine de se tromper dans les signes ou dans les factorielles).

Proposition 3.19 Développements limités usuels en 0
Soit n € N. On a les formules suivantes, pour x tendant vers 0 :
n .’Ek N n IL'k k—1
emzzﬁ—}—o(:ﬂ”) (1+2x) :ZF H(a—z) +o(a")
k=0 k=0 " \i=0
n k 2k n
-1 1
cos(x)zz((z)k;—i—o(x%“) 1_1::Zxk+o(x”)
k=0 k=0
: = (_1)k x2k+1 2n+2 1 = k_k n
Slﬂ(l‘)zkzzom—f—O(xn ) 1+x:kz=0(—1) x +O(I)
— 2n+1 - I n
ch(x)zz(zk)|+o(ac ) ln(l—l—x):Z(—l) ?-I-O((E )
k=0 ' k=1
n 2kl . n . a2t .
sh (z) = Z 2kF 1) + o (2%"12) arctan (x) = Z (-1) 1 + o (z*" 1)
k=0 k=0
n 2kt .
argth () :Z 1 + o (z***)
k=0

Démonstration : On ne fait pas les calculs entiers. Pour exp et z — (1 + )%, il s’agit de la formule de
Taylor-Young (en calculant les dérivées successives en 0). On déduit du DL de I’exponentielle les DL des

1
fonctions trigonométriques. On connait déja les DL de x — et z — T2 et on les intégre pour obtenir
x

-z
les DL de x +— In (1 + z) , arctan et argth. O
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Ou notera que les DL usuels sont majoritairement issus de deux familles : 'exponentielle (on en déduit les
fonctions trigonométriques circulaires et hyperboliques) et la somme géométrique (on en déduit les fonctions
inverses et logarithmiques).

Exemple 3.20 :
Montrer que

25
tan (x) — x+%+%—|—o(3¢6)7 th (x)

g Reponse

D’apreés la propriété précédente, on a

s o)

o0 1= 5+ g +o(a®)

tan (x)

Le premier terme du DL de cosx étant 1, on doit arréter le DL de sin (z) & o (wﬁ). Le premier terme du DL
2

de sin (z) étant z, on peut par contre arréter le DL de cos () & o (2°). En posant u :  +— —% + % +o(z°),

on a alors

tanxz = (x— %3 + %? +0(x6)) (1 —u(x) +u? (z) —ud (2) +0(u(x)3>)

IS 1’5 1’2 SC4 564
= ($—6+5!+0($6)> (1+2—M+4+0(LE6))
T

1 3 2 5 6
m_}ngrgx +1—5x +0(:U).

| Le calcul du DL de th est similaire en utilisant ch et sh.

¢

Remarque 3.21 : Pour obtenir des DL de fonctions en un point différent de 0, on se raménera aux formules
usuelles en 0 (en priorité), ou on utilisera la formule de Taylor-Young (si I’on n’a pas d’autre idée) O

Exemple 3.22 :
Pour déterminer le DL & l’ordre 4 de In en 2, on pose f : ¢t — In (2 +¢), et 'on se raméne donc & trouver un DL
de f en 0 (qui existe, car f € C* (] — 2, 400[)). On a alors, pour ¢ au voisinage de 0,

t t t 2 B 4

¢

Exemple 3.23 :
Pour déterminer le DL & Pordre 4 de cos en 2, on pose f : ¢t — cos (2 4 t), et 'on se raméne donc & trouver un
DL de f en 0 (qui existe, car f € C*° (R)). On a alors, pour ¢ au voisinage de 0,

2t 3
cos(2+1t) =cos2cost —sin2sint = cos 2 (1 - —+— +0(t4)> —sin2 (t — +0(t4)>

2 24 6
. cos2 , sin2 5 cos2 , 4
—ECOSQ (sin2) ¢t 5 G t° + 2 t'+o(t).
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4. Applications

Les développements limités ont de nombreuses applications : calculs de limites sous formes indéterminées, étude
des positions relatives d’une courbe et de sa tangente, développements asymptotiques, positions relatives d’une
courbe et de son asymptote. ..

Exemple 3.24 :
x(e®4+1) —2(e” —1)

Déterminons la limite lorsque x — 0 de 3
x

. On sait que exp € C* (R) et on a donc

x2 z?2 a3 x3
x(ez+1)2(ezl)w<2+x+2+0(x2)> 2<a:+2+3'+0(x3)) :E+0(x3).

On en déduit que

Tl +)—2(e"-1) & 2 (e +1) — 2 (e —1)

e 1 1
S~ - .
3 z—0 13 -0 6 3 z—0 6

¢

Exemple 3.25 :

Montrons que la courbe représentative de exp est au-dessus de toutes ses tangentes. Soit g € R. On sait que
exp € C* (R) et, d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral,” on a

Vz € R, e”:e””"—f—(x—ajo)ex“—&—/ el (z —t)dt.

xo

Notons % la courbe représentative de exp et A sa tangente en g, d’équation y = " 4+ (z — ) €. On sait
alors que

Ve e R, % —e" + (x—xp)e™ :/ el (x —t)dt >0,
xo
et donc € est au-dessus de A. &
Exercice 3.26 :

. . 3 .
Montrer que la courbe représentative de la fonction f : z — xexp | — | admet une asymptote oblique A en
x

+o0 et —oo et étudier la position de la courbe par rapport a cette asymptote aux voisinages de +oo et —oo.

ﬁ Reponse ‘

On note €y la courbe représentative de f. f est définie sur R*, et on a

1
lim §:0, 63/””—1+3+0<), flz)—z—-3 ——0.
@

x—Foo I r—+oo €T r—+o0

Donc ¢ admet la droite A d’équation y = x + 3 pour asymptote oblique en +oco et —oo. Il est difficile

d’étudier le signe de x — f (z) — (z + 3), mais on peut se servir du DL pour obtenir son signe aux voisinages
de +00 et —oo. En effet, on a

3 3 1 3
/= 1+++o(ﬁ>, fl@)=(+3) ~ -

z—+oo x  2x2 z—too 20

Or on sait que les équivalents sont localement strictement de méme signe, donc ¢ est au-dessus de A au
voisinage de 400 et en-dessous au voisinage de —oo.

7. Ici on utilisera ¢a, ou la formule de Taylor-Lagrange : les autres ne donnent pas de résultat valable sur R tout entier.
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A connaitre a la fin du chapitre

Dérivabilité théorique

1
Exemples et contre-exemples classiques : v/, |z|, 2% sin <
x

Pour calculer une dérivée, se ramener & un calcul de limite si nécessaire.
Savoir utiliser les théorémes importants : Rolle, accroissements finis, prolongement C?....
Savoir ce qui reste valable pour les fonctions & valeurs complexes.

Dérivabilité pratique

e Connaitre les dérivées usuelles et savoir les manipuler.

Développements limités

e Connaitre les DL usuels.
e Connaitre les quatre formules de Taylor (la formule, pas les hypothéses exactes) et savoir les appliquer.

Vrai/Faux

Si f est dérivable & gauche et & droite en xq, alors f est dérivable en xg.
Si f est dérivable a droite en z( alors f est continue a droite en zg.

Si f’ n’admet pas de limite en xy alors f n’est pas dérivable en z.

Si f’ est dérivable sur I, alors f est C! sur I.

xo est un extremum local de f si, et seulement si, f’ (zg) = 0.

Si f est strictement croissante sur I alors f’ est strictement positive sur I.
Si f'(x¢) > 0 alors f est croissante au voisinage de .

f est paire si, et seulement si, f' est impaire.

f est impaire si, et seulement si, f' est paire.

ooooooooo

Pour aller plus loin

e Théoréme de Rolle généralisé
e Différentiabilité et dérivées partielles de fonctions de plusieurs variables
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CHAPITRE 9

ALGEBRE LINEAIRE — DIMENSION FINIE

Ce chapitre s’appuie fortement sur le chapitre introductif d’algébre linéaire. En particulier, les notions suivantes
doivent étre connues et maitrisées :

K—espace vectoriel, K—sous-espace vectoriel

application linéaire, image, noyau

famille de vecteurs, espace vectoriel engendré
sous-espaces vectoriels en somme directe, supplémentaires
projecteur, symétrie, forme linéaire, hyperplan

L’objectif de ce chapitre est d’introduire rigoureusement la notion de dimension, que ’on pourra relier de maniére
naturelle & ce que l'on connait en physique (plan de dimension 2, espace de dimension 3, etc.). On verra que
dans le cas particulier de la dimension finie, de nombreux résultats facilitent beaucoup les raisonnements que
I’on a appris a faire auparavant.

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, K =R ou C et FE et F sont des K-espaces vectoriels.

I Famille de vecteurs

1. Famille libre, famille liée

Définition 1.1 Famille

On appelle famille finie de vecteurs de E tout n—uplet d’éléments de E, avec n € N.

On définit, pour tous n,p € N*, z1,...,&n,y1,...,yp € £ :

d (x17-'~7xn)u(yl7--~7yp):(xlw'-aznayl;"-ayp)'
i (xla"',mnayla"',yp)\(ylv"'vyp):(xlv"',xn)'

Dans le cadre de ce chapitre, on ne considérera que des familles finies ou indexées par N ou Z.

1l faut imaginer une famille comme un ensemble (ordonné quand la famille est finie) et autorisant la répétition.
En particulier, la famille vide () est une famille (n’ayant aucun élément).
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& Il convient de faire la différence entre une famille de vecteurs (...) et un ensemble de vecteurs {...} : dans
une famille, la répétition et 'ordre sont importants : (z,z,y) # (z,y) # (y, ).

Exemple 1.2 :

(i) Soient E = R2, 4 = (=1,2),29 = (3, —6). Les vecteurs x1 et zo sont colinéaires car o = —3z7. On peut
aussi écrire 3z1 + x9 = 0.

(ii) Soient E = R3 z; = (1,0,0),22 = (0,1,0),23 = (1,1,0). Les vecteurs z; sont non-colinéaires deux &
deux, mais x1 + x2 = x3 : on parle de vecteurs coplanaires. On peut aussi écrire 1 + o2 — x3 = 0.

¢

Définition 1.3 Famille libre

Soient n € Net x1,...,z, € E. On dit que la famille finie (z1,...,z,) est libre si
n
VA1, ..., A\p €K, (Z/\il‘i:0:>Vi€[[1,n]],)\i:0>.
i=1
Les vecteurs x1,...,x, sont aussi dits linéairement indépendants.

Une famille (éventuellement infinie) A est dite libre si toute sous-famille finie extraite de A est libre, c’est-a-
dire :

VA" C A, (|A'] <oo= A’ est libre).

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Quelques exemples fondamentaux & connaitre :

La famille vide A = () est libre (cohérent d’un point de vue logique).
Si 0 € A alors A est liée.

Pour z € E, la famille (z) est libre si, et seulement si, x # 0.

Si un vecteur est répété dans une famille, alors celle-ci est liée.

Exemple 1.4 :
Si E = R? posons 1 = (1,0),25 = (1,2),23 = (—2,3). Montrons que la famille (z1,22) est libre. Soient
A1, Ao € R, tels que A\jxzq + Agxg = 0. Alors

AM+X=0

A=A =0
2 =0 o2

(A1 4+ A2,2X2) =0, {
Que dire de la famille (21, zq, 23) ? Pour tous Aj, A2, A3 € R,

3
M+ —223=0 A—=A3—2X3=0
MZ1 + AoZo + Agzg =0 <= { 1+ A2 3 — 2

2); +3X3 = 0 Ao = —ns
2
7
A= =3
— 2,
)\2 == —§>\3
Donc, si A\ =7, 2 = —3, A3 = 2 alors A\jx1 + Aoxs + Azx3 = 0. &

Exercice 1.5 :
Montrer que la famille A = (:17 et e e3””) est libre dans F (R, R).
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fg Réponse
3

Notons fi : z + €%, fo : x > €2, f3 : & — 3%, Soient A1, A2, A3 € R tels que Z Aifi = 0. En évaluant cette
i=1
combinaison linéaire de fonctions en & = 0,In 2, 1n 3 cela nous donne le systéme

A+ A+ A3=0 A+ A+ A3 =0 M+ A+ A3=0
A +2 0 +4X3=0 , A +3X3=0 5 Ao +3X3=0
AL +3X2+923=0 222 +8X3 =0 203 =0

Donc Ay = Ay = A3 = 0, la famille A est donc libre.

&

& La liberté ne dépend ni de F, ni de 'ordre des vecteurs dans la famille. Elle dépend en revanche de K, on
fera donc bien attention & préciser si K =R ou C lorsque ce n’est pas clair.

Exercice 1.6 :
Etudier la liberté des familles suivantes dans F (R, R).

(cos,sin, z — sin (x +2)), (cos,sin, z — sin (2z)) .

ﬁ Reponse

On note f: z — sin (z +2) et g : © — sin (2z).

1. Pour tout = € R,
sin (z +2) = f (z) =sin2cosz + cos2sinx, sin2cosx + cos2sinx — f (z) = 0.

Puisque sin 2 cos + cos 2 sin — f = 0, on a trouvé une combinaison linéaire non-triviale annulant (cos, sin, f)
la famille est donc liée.

2. Montrons que (cos, sin, g) est libre. Soient A, u, v € R tels que ¢ = A cos +usin +rg = 0. On a alors

¢ (0)A=0, @(g) =p=0,

et donc v = 0 car g # 0. La famille (cos, sin, g) est donc libre.

Proposition 1.7

Soit (x1,...,x,) une famille de E. Alors on a ’équivalence suivante :

(i) (x1,...,x,) est lice.
(ii) L’un des x; est combinaison linéaire des autres.

En particulier, on remarque que la notion de "famille liée" correspond & la notion de "colinéarité" dans le cas
de deux vecteurs" et & celle de "coplanarité" dans le cas de trois vecteurs.

n
Démonstration : | (i) = (i7) | Il existe A1,..., A\, € K tels que Z)\ﬂ?i = 0 et les A; ne sont pas tous nuls.
k=1

G
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n—1
s
Quitte a les réorganiser, on peut supposer A\, # 0, et alors z,, = — Z )\—13[:z
i=1 """
n—1
(i) = (¢) | Quitte & réorganiser les x;, on peut supposer qu’il existe a1,...,a,—1 € K tels que z,, = Z ;T;.
k=1
n—1
Donc Z a;T; — Ty = 0. O]
k=1
WProposition 1.8
(i) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
(ii) Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
Démonstration : (i) On se restreint au cas des familles finies. Soit A = (z1,...,2,) une famille libre de
E. Soit A" = (z1,...,24) une sous-famille non-vide de A, avec d < n. Soient A1,...,\; € K tels que
d
Z Aix; = 0. Alors
i=1
d d n n
Z/\Z'.’L‘i = Z)\"ml + Z Oxz; = Z)\le =0.
i=1 i=1 i=d+1 i=1
en notant A\g41 = --- = A, = 0. La famille A étant libre,
M==X=Agp1 ==X, =0.
Donc A’ est libre.
(ii) Evident par I’absurde.
O
Proposition 1.9
Soit (z1,...,x,) une famille libre de E et soit x,+1 € E. Alors
(1,...,Tp,Tnet1) est libre <= x,41 ¢ Vect (x1,...,2,).
Démonstration : ’ Si (z1,...,%ny1) est libre ‘ Evident d’apres la proposition 1.7.
n+1
‘Si (x1,...,Tnt1) est lice ‘ Alors il existe A1,..., App1 € K tels que Z Aix; # 0 et les A\; ne sont pas tous nuls.
k=1
Puisque (z1,...,2,) est libre, il est clair que A, 41 # 0. Donc
Tp+1 = — ZT;.
! =1 )\nJrl '
O
Exercice 1.10 :
Soit n € N. Montrer que la famille 4,, = (Xk)ke[[o,n]] est une famille libre de K[X]. En déduire que A = (Xk)keN

est libre.
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fg Réponse

n
Soient Ag, ..., A, € K. D’aprés le chapitre sur les polynomes, on sait que Z M X" = 0 si, et seulement si,

k=0
Ao ==X\, =0. Donc la famille A,, est libre.

Soit. A" une sous-famille finie de A. Si A" est vide alors A’ est libre. Sinon, notons d = max{deg P/P € A'}.
Donc A’ est une sous-famille de A4 qui est libre. Donc A’ est libre et donc A est libre.

Définition 1.11 Famille de polyndmes échelonnée en degrés

Soit I € N. On dit qu'une famille (P;);., de K[X] est échelonnée en degrés si les polynomes P; sont tous
non-nuls et leurs degrés sont deux & deux distincts.

Proposition 1.12

Toute famille de polynémes échelonnée en degrés est libre.

Démonstration : On considére uniquement le cas I fini, puisque si I est infini on sera amené & prendre une

sous-famille finie. Soit (F;),c; ,,; de K[X] une famille échelonnée en degrés. Quitte & réorganiser les F;, on

n
peut supposer que pour tout ¢ € [1,n — 1],deg P; < deg P, 1. Soient A,..., A\, € K" tels que Z)\iPi = 0.

i=1
Supposons, par I’absurde, qu’au moins 'un des A; soit non-nul, et notons m = max{i € [1,n], A\; # 0}. Alors
Am 7 0 et pour tout i > m, A\; = 0. Donc

deg (zn: )\1Pl> = deg <i /\sz> = deg (Pm) s

i=1 i=1

ce qui est impossible car Z AiP;=0et P, #0.Donc A\ =--- =X, =0.
i=1

On peut aussi traiter cette preuve par récurrence descendante, aprés avoir réordonné les P;, en montrant que
An = 0, puis que \,_1 = 0, et ainsi de suite. .. O

2. Famille génératrice

Définition 1.13 Famille génératrice

Soit A une famille de E. On dit que A est génératrice de E si Vect (4) = E.

S’il n’y a pas d’ambiguité sur l’espace vectoriel considéré, on parlera simplement de famille génératrice.

Dans le cas simple ot A = (z1,...,2,), A est génératrice si, et seulement si,
n
Vo € B, I\, A =Y Nz
i=1
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& On rappelle que

Vect A = {er/EInGN,EIxh...,wn eA,EI)\l,...,/\neK,x:ZAimi}.

i=1
Autrement dit, si A est infinie, Vect A est ’ensemble des combinaisons linéaires finies de A.

Exemple 1.14 :

e La famille ((1,0),(0,1)) est génératrice dans R?,
e La famille ((1,0,0), (o, 1,0),(0,0,1)) est génératrice dans R®.
e La famille (X*) ey €st génératrice de K[X] (encore une fois, les combinaisons linéaires sont finies)

Proposition 1.15

Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Proposition 1.16

Soit (x1, ..., Ty, Tpy1) une famille génératrice de E. Alors

(z1,...,2Tn) est génératrice <= x,41 € Vect (z1,...,2y).

Démonstration : L’implication étant évidente, on se concentre sur la réciproque. Supposons donc qu’il existe
n

ALy A € Ktels que 41 = Z Aix;. Alors, puisque (z1, ..., T, 1) est génératrice, pour tout « € E, il existe
i=1

a,...,0nt1 € K tels que

n+1

T = Z T = Z 0T+ Qi Z AT = Z a; + api1 i) T

k=1 i=1
Donc (z1,...,x,) est génératrice O
3. Base

Définition 1.17 Base

On dit qu’une famille B est une base de E si c’est une famille libre et génératrice.

Exemple 1.18 :
La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R3. &

La famille vide est une base de {0}. On pourra retenir que dans une base, il y a juste le bon nombre de vecteurs :
il y en a suffisamment pour que la famille soit génératrice, et pas trop pour que la famille soit libre.
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Définition 1.19 Base canonique

On appelle base canonique d’un espace vectoriel la base "naturelle" de cet espace.

& Un K-ev admet généralement une infinité de bases.
Par exemple, la base canonique de R" la famille (eq,...,e,), ol

VZ.E[[I,H]], 61‘:(5171,...,5,171‘): 07...,071,0,...,0
N——

i—1

Exercice 1.20 :
Quelle est la base canonique de C" 7

fg Reponse

La base canonique de C" est aussi (e, ..., e,), avec ¢; = (01,4, ... ,0n,;) . Attention, la différence est qu’ici, les
combinaisons linéaires se font avec des scalaires de C et pas de R.

¢
Définition/Théoréme 1.21 Coordonnées
Soient n € N* et B = (by,...,b,) une famille de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) B est une base de E.
n
(ii) Yz € E, 3 (21,...,2,) € K",z = Zmzbl
i=1
Dans ce cas, le n-uplet (x1,...,x,) est appelé coordonnées de x dans la base B.
Démonstration : | (i) = (i) | Soit # € E. Puisque B est génératrice, il existe (x1,...,2,) € K" tel que

n n n
x = inbi. Soit (z,...,2),) € K" tel que z = Zx;bi. Alors Z(ml —x})b; = 0 et, puisque B est libre, il
i=1 i=1 i=1
s’en suit que pour tout i € [1,n],z; — z; = 0 donc x; = 2}, d’out uniciteé.
n

(#4) = (i) | Le vecteur nul s’écrivant de maniére unique 0 = Z 0 x b;, la famille B est libre. En effet, pour tous

=1
A, €K,

i=1 i=1 i=1

n

D’autre part, pour tout = € E, il existe (z1,...,2,) € K" tel que x = inbi; donc B est génératrice. C’est
i=1

donc une base. O

On remarquera que ’existence des coordonnées est équivalente au caractére générateur de B tandis que son
unicité est équivalente & la liberté de B.

& 191



CHAPITRE 9. ALGEBRE LINEAIRE — DIMENSION FINIE

Définition 1.22

Soit A une famille de E. On dit que A est libre maximale si A est libre et s’il n’existe aucune famille libre
contenant, strictement A. On dit que A est génératrice minimale si A est génératrice s’il n’existe aucune
famille génératrice strictement incluse dans A.

Théoréme 1.23

Soit B une famille de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une base de E.
(ii) B est génératrice minimale.
(iii) B est libre maximale.

Démonstration : | (i) = (ii) | Par hypothése, B est génératrice. Si B est vide, alors B ne posséde pas de

sous-famille stricte, le résultat est donc évident. Sinon, prenons = € B. Puisque B est libre, = ¢ Vect (B \ (z))
donc B\ (x) n’est pas génératrice. B est donc génératrice minimale.

(#i) = (uit) | Supposons, par 'absurde, que B soit liée. Alors il existe = € B tel que x € Vect (B \ (x)), et donc

B\ (z) est encore génératrice, ce qui est impossible car B est génératrice minimale. Donc B est libre. De plus,
pour tout 2’ € E, 2" € Vect (B) donc B U (z) est liée. Donc B est libre maximale.

(#i7) = (i) | Par hypothése, B est libre, il reste & montrer qu’elle est génératrice. Soit « € E. La famille B U ()
est lie, donc x € Vect (B) et donc B est génératrice. O

4. Applications linéaires et familles

Théoréme 1.24 Caractérisation d’une application linéaire par l'image d’une base

Soient (ey,...,e,) une base de E et (uq,...,u,) une famille de F. Alors il existe une unique application
linéaire f € L (E, F) telle que, pour tout i € [1,n], f (e;) = u;.

Démonstration : Notons B = (eq,...,e,).

n

Soit « € E de coordonnées (z1,...,x,) dans la base B. Posons f (z) = szul et montrons que f

. i=1
convient :

e f est bien définie, par unicité des coordonnées.
e f est linéaire. En effet, pour tous z,y € E et A\, u € K, il existe z1,...,2n,Y1,-..,yn € K tels que

n n
Tr = E Zi€i, Y= E Yi€;.
i=1 i=1

Alors,
f (/\x + ,uy) = f (Z ()\xz + Myz) ez) = Z (/\331 + Myz) u; = A Z TiU; + ,UZ Yig
i=1 =1 i=1 =1
=AM (z) + pf (y)
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e Pour tout k € [1,n],

n n
er =Y Oikes fler) =Y dikus = .
=1 i=1

Soient f,g € L (E, F) telles que, pour tout ¢ € [1,n], f (e;) = g (e;) = ;. Alors, pour tout z = Z:m €

i=1
E,
f@)=f (Z a?i@i) = Zl‘if (ei) = Zl‘iui = Zfﬂig(ei) —9 (Z JCiei) =g ().
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Donc f = g, d’ou unicité. O

Lemme 1.25
Soit f € L(E,F) et soit A= (x1,...,x,) une famille de E. Alors

(i) Si A est libre et f est injective, alors f (A) est libre.
(ii) Si A est génératrice et f est surjective, alors f (A) est génératrice.

Démonstration : (i) Pour tous A1,..., A\, € F,

=1 =1 =1

Donc f (A) est libre.

(ii) Pour tout y € F, il existe z € F tel que f () = y. Il existe A1,..., A, € K tels que z = Z Aix; et donc
i=1

y=1r (Z Aﬂi) =D NS ().
i=1 i=1

Donc f (A) est génératrice.

Théoréme 1.26
Soient f € L(E,F) et B une base de E. Alors

(i) f est injective <= f(B) est libre.
(i) f est surjective <= f(B) est génératrice.
(iii) f est bijective <= f (B) est une base.

Démonstration : Le théoréme est clair si B = (), auquel cas E = {0}. Sinon, B = (ey,...,e,).

(i) D’apreés le lemme 1.25, implication est évidente puisque B est libre. Supposons donc que f (B) soit libre.
n
Soit x = inei € ker f. Alors
i=1

F@) = wf(e) =0, m1= =, =0, a=0.
=1

Donc ker f = {0} donc f est injective.
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(ii) D’apres le lemme 1.25, Pimplication est évidente puisque B est génératrice. Supposons donc que f (B)
soit génératrice. Pour tout y € F, il existe y1,...,y, € K tels que

Y= Zyif (e)) = f (Z yi€i>

donc y posséde un antécédent par f. On en déduit que f est surjective.
(iii) Evident par définition.

O

Puisqu’une application linéaire est caractérisée par son image d’une base, il est logique de lier des propriétés
de ’application aux propriétés de 'image. Encore une fois, on pourra faire le lien entre unicité, injectivité et
liberté d’une part, et existence, surjectivité et caractére générateur d’autre part.

IT Dimension

1. Dimension finie

Définition 2.1 Dimension finie

On dit que F est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie. Sinon, on dira évidemment qu’il
est de dimension infinie.

Exemple 2.2 :

La famille ((1,0),(1,1),(1,2)) est une famille génératrice de R? donc R? est de dimension finie. De maniére
générale, on a vu que R" admettait une base (donc famille génératrice) finie. Donc R™ est de dimension finie.
C est aussi un R espace vectoriel de dimension finie. &

Exercice 2.3 :
Les espaces K,,[X] et K[X] sont-ils de dimension finie ?

ﬁ Reponse

Il est clair que K,[X] = Vect (X°,..., X") donc il est de dimension finie. En revanche, K[X] n’est pas de
dimension finie. Soit A une famille finie de K[X]. Notons d = max{deg (P) /P € A}. Toute combinaison
linéaire d’éléments de A étant de degré inférieur & d, on en déduit que Vect (4) C K4[X] € K[X].

W Lemme 2.4

Tout espace vectoriel de dimension finie admet (au moins) une base finie.

Démonstration : Soit Gy = (z1,...,x,) une famille génératrice finie de E.

1. Si Gy est libre, il s’agit d’une base.

2. Sinon, quitte & permuter les x;, on peut supposer que z,, € Vect (z1,...,Z,—1), et donc Gy = (z1,...,Tp_1)
est génératrice. On revient a I’étape 1 : si G est libre, on a trouvé une base de FE, sinon on continue a
retirer des vecteurs jusqu’a obtenir une famille libre.! Cet algorithme termine en au plus n étapes.

1. Dans le pire des cas (si E = {0}), on retire tous les z; et la famille () est libre.
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O

En pratique, pour extraire une base d’une famille génératrice, on utilisera plutdt le théoréme 2.7 avec B = ().
Cela revient & ajouter des vecteurs un par un a (), plutot que de les retirer de G : les calculs sont plus pratiques.

Théoréme 2.5 Théoréeme fondamental de la dimension - Admis

Si E est un espace vectoriel de dimension finie admettant une famille génératrice de n vecteurs, alors toute
famille de (n + 1) vecteurs de E est liée.

Corollaire 2.6

Si L est une famille libre et G est une famille génératrice finie, alors L est finie et |L| < |G|. En particulier,
toutes les bases de E sont finies.

Théoréme 2.7 Théoréme de la base incompléte

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Soient L une famille libre et G une famille génératrice finie
telles que L C G. Alors il existe une base B de FE telle que L C B C G.

Démonstration : Si G = () ou L = (), le résultat est évident. Sinon, notons L = (z1,...,2,) et G =
(Z1,...,Tn,Y1,---,Yd)- Notons Lo = L.

1. Si Ly est génératrice, on a trouvé une base de E.

2. Sinon, il existe ¢ € [1,d] tel que y; ¢ Vect (L) (évident par ’absurde). Quitte a réordonner les y;, on peut
supposer que y; ¢ Vect (Lg), et on pose alors Ly = Lo U (y1). On revient a I'étape 1 : si Ly est génératrice,
on a trouvé une base de F, sinon on continue & ajouter des y; jusqu’a obtenir une famille libre.

O

Exercice 2.8 :

Soient u = (0,1,0,1),v = (1,2,0,0) € R%.

1. Montrer que la famille A = (u,v) est libre.
2. Compléter A en une base de R*.

g Reponse

1. A est libre car u et v ne sont pas colinéaires. En effet,
YA ueR, du+pv=0= (g, A+ 2u,0,\) =(0,0,0,0) < A=pu=0.

2. Pour appliquer 'algorithme du théoréme, on considére les familles Lo = A et G = AU B, avec B =

(e1,...,e4) la base canonique de R*. Soient \, u € K.
1 =M+ <= (A+2u=0 <= (pu=1
A=0 A=0

donc ey ¢ Vect Ly. On pose done Ly = Lo U (e1), qui est libre. Ly n’est pas génératrice, car il existe une
famille libre de 4 vecteurs dans R*. Enfin, il est clair que ez ¢ Vect A;. On pose donc Ly = (u, v, 1, e3),
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qui est libre. Puisque R* posséde une famille génératrice de 4 vecteurs, toute famille de 5 vecteurs sera
liée. Donc Ly est libre maximale, c’est donc une base de R*.

On retiendra que, dans un espace de dimension finie :

e on peut extraire une base de toute famille génératrice;
e on peut compléter toute famille libre en une base.

2. Définition et caractérisation des bases

Définition/Proposition 2.9 Dimension

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de F ont le méme nombre d’éléments.
Leur cardinal commun est appelé dimension de E et noté dim (E).

Démonstration : Soient B et B’ deux bases de E. Puisque B est libre et B’ est génératrice, |B| < |B’|. De
méme, |B'| <|B| donc |B| = |B’|.

& Comme max ou lim, on ne pourra écrire dim F que si I’on a déja vérifié au préalable que E est de dimension
finie. Ecrire dim E' = 400 peut conduire & des absurdités, car tous les espaces de dimension infinie ne sont pas
de la méme "taille" (par exemple, RR et RN). Par abus de notation, on pourra écrire, en revanche, dim £ < +o0.

{0} est de dimension 0 (c’est le seul ev de dimension 0).

I N

Proposition 2.10 Espaces de dimension finie de référence

e Pour tout n € N*, K" est un K-espace vectoriel de dimension finie et dimK,, = n.
e Pour tout n € N, K,,[X] est un K-espace vectoriel dimension finie et dim K, [X] =n + 1.
e Les solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 du type

y' +ay +By=0, o BcK

forment un espace-vectoriel de dimension 2.
e L’ensemble des suites définies par une relation de récurrence du type

Vn € N, Up+2 + QUp41 + 5’&“ =0, Ck,ﬁ ek

forment un espace-vectoriel de dimension 2.

Démonstration : On sait que K,[X] admet (1, X,X? ..., X") pour base (on I'appelle base canonique de
K, [X]), et que la base canonique de K" admet n éléments. Le reste a déja été vu. O

WDéﬁnition 2.11

Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle. Un espace vectoriel de dimension 2 est appelé
plan vectoriel.
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Proposition 2.12

Soient ' un espace vectoriel de dimension n € N et A une famille de E. Alors :

(i) Si A est libre, alors |A| < n avec égalité si, et seulement si, A est une base.
(ii) Si A est génératrice, alors |A| > n avec égalité si, et seulement si, A est une base.
(iii) Si A posséde n vecteurs, alors

A est une base <= A est libre <= A est génératrice.

Démonstration : Soit B une base de E de cardinal n.

(i) B est génératrice donc |A| < |B| = n. A est libre donc on peut la compléter en une base A’ contenant A.
Alors |A'| = n.

|A]=n <= A=A" <= A est une base.

(i) B est libre donc n = |B| < |A|. A est génératrice donc on peut en extraire une base A” incluse dans A.
Alors |A"| = n.

|Al=n < A=A" < A est une base.

(iii) Direct en utilisant (i) et (i7).

W Proposition 2.13

Un espace vectoriel est de dimension infinie si, et seulement si, il admet une famille libre infinie.

En pratique, pour montrer qu’un espace est de dimension infinie, on cherchera & construire une famille libre de
cardinal aussi grand qu’on veut.

Démonstration : Si F est de dimension finie, alors toute famille libre est finie et de cardinal inférieur &
dim F, donc F n’admet pas de famille libre infinie. Supposons maintenant que E soit de dimension infinie, et
construisons une famille libre infinie par récurrence.

Initialisation | E # {0} (qui est de dimension finie) donc on peut choisir n’importe quel vecteur z; # 0 de FE
tel que (ey) soit libre.

Soit n € N* et supposons qu’on puisse construire une famille libre A = (x1,...,x,). Alors A n’est pas
génératrice car E n’est pas de dimension infinie, donc il existe x,11 € E \ Vect (4). La famille (z1,...,2n+1)
est donc libre. O

Proposition 2.14 Espaces de dimension infinie de référence

Soit I un intervalle non-trivial de R. Alors les espaces suivants sont de dimension infinie :

F(I,R).

C" (I,R), pour tout n € NU {oo}.
D" (I,R), pour tout n € N*.
KM,

ISR
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Proposition 2.15

Soit n € N*. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) E est de dimension finie et dim E = n.
(ii) E est isomorphe a K.

Démonstration : | (i) = (ii) | Soit B’ (¢, ..., e,) une base de F et soit

P K" — E
(Ah...,)\n) — Z:‘L:I )\16; ’

Par linéarité de la somme, ® est linéaire. De plus, en notant B = (eq,...,e,) la base canonique de K", pour
tout i € [1,n], f (e;) = €,. Donc f (B) = B’, et B est une base. Donc f est bijective et E et K™ sont isomorphes.

(#4) = (i) | Soit ® : B — E un isomorphisme. En particulier, pour toute base B de K", ® (B) est une base a n
éléements de E. Donc dim (F) = n. O

Corollaire 2.16

Soient E et F' deux espaces vectoriels.

(i) Si E et F sont de dimension finie, alors F et F' sont isomorphes si, et seulement si, dim F = dim F'.
(ii) Si E et F sont isomorphes et dim E = n, alors F est de dimension finie et dim F' = n.

IIT Propriétés de la dimension

1. Produit cartésien

Rappel : on dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes, et on note E = F, §'il existe f € L(E, F)
bijective.

Théoréme 3.1

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E/ x F' est de dimension finie et

dimFE X F =dim F + dim F.

Démonstration : Si E = {0} ou F = {0} alors le résultat est clair car £ x {0} = F et {0} x FF = F.
Supposons donc que n = dimE > 1 et m = dim F > 1. E et F sont respectivement isomorphes a K™ et K™.
Autrement dit, il existe des isomorphismes ¢ € £ (E,K"),v € L (f,K™). Posons ® : E x F — K" telle que,
pour tout (u,v) € E x F,

(I)(uvv):(Sa(u)l7"'a@(u)naw(v)l7""w(v)m)'

Par linéarité de ¢ et v, il est clair que ® € £ (E x F,K"*™). De plus, ¢ et ¢ étant bijectives, il est clair
que ® est bijective (le vérifier). Donc E x F = K"*™, On en déduit que E x F est de dimension finie et
dmE x F=n+m=dimF + dim F. O
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2. Sous-espace vectoriel

Théoréme 3.2 Dimension du produit d’espaces vectoriels

Soient F' un sous-espace vectoriel de . Si E est de dimension finie, alors I est de dimension finie et dim F' <
dim E, avec égalité si, et seulement si, F' = E.

En pratique, on utilisera

= F=EF.

Fsev de F
dimF =dimFE

Démonstration : Si £ = {0} ou F' = {0}, le résultat est clair. Supposons donc que {0} C F et notons
n=dimE € N*. Soit x; € F'\ {0} et posons A; = (z1).

1. Si Vect A; = F, alors on a trouvé une base de F et
dimF =]A;|=1<n=dimkFE.

2. Sinon, soit xe € F'\ Vect A; et on pose Ay = A1 U(x2). On reprend alors & la premiére étape en considérant
As.

Cet algorithme termine en au plus n étapes. 2 Il existe donc p € [1,n] tel que A, est une base de F, donc F est
de dimension finie, et

dimF =|A4,|=p<n=dmkF.

D’autre part, comme on 'a dit,

E = Vect A4,
p=n < ~— F
F =Vect A,

|
S|

O

& Cet algorithme ne permet pas de construire une base de F' en pratique, car il faut choisir des vecteurs
Z1,...,%p sans vraiment savoir lesquels prendre. Pour trouver une base de F', on manipulera plutot des systémes
linéaires comme on en a déja ’habitude (pour décrire le noyau ou 'image d’un morphisme, par exemple).

Corollaire 3.3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' admet au moins un
supplémentaire dans E.

Démonstration : Soit B une base de E. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter Bp
en une base B de E et poser B¢ = B\ Br et G = Vect B. Alors on a

F + G = Vect Br + Vect Bg = Vect (Bp U Bg) = Vect B = E.

Soit x € FNG. Notons (si F' # {0} et G # {0}) Bp = (x1,...,2p) et G = (Tpt1,...,%,). Alors il existe
ALy ..oy Ay tels que

p n p n
x:Z)\ixi: Z )\ia:i, Z)\il‘i— Z )\ixizo, )\1:"':)\71:0
i=1 i=1

i=p+1 i=p+1
car B est libre, donc z =0, donc FNG ={0} et F &G = E. O

2. Si on en arrive & construire Ay C --- C Ay, alors il est clair que E = Vect A, : Ay, est libre et de cardinal n, c’est une base

de E. .
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3. Somme et somme directe

Lemme 3.4

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si F' et GG sont en somme directe et de dimension finie, alors
F & G est de dimension finie et dim F' & G = dim F' + dim G.

Démonstration : La fonction
d:. FxG — Fod

(w,v) = utw

est linéaire, injective (car F NG = {0}) et surjective (évident). ® est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels,
F @ G est de dimension finie et dim F & G = dim F' X G = dim F' 4+ dim G. O

WThéoréme 3.5 Formule de Grassmann

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' + G
est de dimension finie et

dim (F 4+ G) =dim F + dim G — dim (FNG).

Démonstration : D’abord, F,G, F NG et F 4+ G sont de dimension finie, car ce sont des sevde F. FNG est
un sev de G donc il admet un supplémentaire dans G, qu’on note G’. On a ainsi

FNGae G =aG.

Montrons que F & G’ = F + G. Soit z € F + G. Alors il existe (f,g) € F x G tel que x = f + g. Et il existe
(f',d) e (FNG) x G tel que g= f"+¢'. Alors

e=(f+[)+geF+d.
De plus, puisque G’ C G,

FNG' =FnN(G'NnG)=(FNG) NG ={0}.
Donc F & G’ = F + G. D’aprés le lemme 3.4, on a

dim G’ = dim G — dim (F N G),
dim (F + G) = dim F + dim G’ = dim F + dim G — dim (F N G) .

O

Il s’agit exactement de la méme formule que |A|U B = |A| 4+ |B| — |AN B|. Et c’est normal, puisque manipuler
des dimensions revient & manipuler des bases.

Théoréme 3.6 Caractérisation dimensionnelle de la somme directe

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Si dim F' +
dim G = dim E, alors on a équivalence entre les trois propriétés suivantes :

(i) FNG ={0}.
(i) F+G=E.
(i) F& G =E.
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Démonstration : On a

dim (F 4+ G) =dim F +dimG —dim F NG
Puisque F+ G C E, on a

F+G=F < dmF+G=dmFE < dmFNG=0 < FNG=/{0}.
Donc (i) <= (i1). De plus, par définition,

ce qui achéve la preuve. O

W Proposition 3.7

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et H un sous-espace vectoriel de E. Alors

H est un hyperplan de £ <— dim H =n — 1.

Démonstration : Par définition, H est un hyperplan si, et seulement si, il existe u € E\ {0} tel que H ®Ku =
E, et, pour tout v € E \ {0},dim (Ku) = 1. L’implication est donc évidente. Réciproquement, supposons que
dim H =n — 1. Alors il existe v € E\ H. Donc KunN H = {0} et dim H + dim Ku = dim E donc H & Ku = E.
Donc H est un hyperplan de E. O

WLemme 3.8 Caractérisation des formes linéaires
Soit n € N* et soient A1,...,\, € K". Alors I'application

f K™ — K
(xl,...,xn) — Z/\7$,
1=1

est une forme linéaire de K".

Démonstration : FEvident par définition. O

On pourra utiliser ce résultat pour montrer plus rapidement que des sous-ensembles de K™ sont des sev.

Exercice 3.9 :
Soient

F={(z,y,2,t) ERY 224+ y—24+t=0=0et 3z —t =0}, G={(z,y,21t) cRYy=2=1t}.

1. Montrer que F' et G sont des espaces vectoriels de dimension finie et déterminer leur dimension.
2. Montrer que F @ G = R%.

fg Reponse

1. Les applications

f R4 — R g R* - R
(z,y,2,t) — 2zx4+y—z+t’ (z,y,2,t) — 3x—t°

sont des formes linéaires de R*. Alors F = ker f Nker g, donc F est un sev de R*. C’est donc un espace
vectoriel de dimension finie et dim F' < 4. De méme, G est un sev de R*. Pour tout u = (z,y,2,t) € R*,
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on a

2 — t: = =
ueF{:){x—l-y z+ 0=0 <:>{Z 5T +y

3z —t=0 t =3z
~— u=12x(1,0,5,3)+y(0,1,1,0).
Donc F = Vect ((1,0,5,3),(0,1,1,0)) et ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc une

base de F'. Donc dim F' = 2. De méme, G = Vect ((1,0,0,0),(0,1,1,1)) et dim G = 2.
2. Pour tout u = (z,y,2,t) € R* on a

2 +y—2+t=0=0

3r—t=0

u€eFNG tx — x=y=2z2=t=0
=Y
z2=1y

Donc F'NG = {0}. De plus, dim F + dim G = 4 = dimR* donc F & G = R*.

IV Dimension et applications linéaires

1. Rang d’une famille de vecteurs

Définition 4.1 Rang d’une famille

Soit A une famille de vecteurs de E. Si Vect A est de dimension finie, on dit que A est de rang fini et on
définit le rang de A par

rg (A) = dim (Vect (4)) .

On remarquera que si A est une famille de cardinal fini, alors elle est nécessairement de rang fini.

Proposition 4.2

Soit. A une famille finie d’un espace vectoriel E. Alors

(i) Si E est de dimension finie, alors rg A < dim E.
(ii) rg A < |A| avec égalité si et seulement si A est libre.

Exercice 4.3 :
Soit F = R3 et soient u; = (1,2, —2),us = (3, -6, —2),u3 = (1, —10,2). Déterminer le rang de (w1, us, u3).

ﬁ Reponse

La famille A est liée (car ug = ug — 2uy). D’autre part, (uq, usz) est libre, c’est donc une base de Vect A. Donc
rg A = dim Vect A = 2.
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2. Rang d’une application linéaire

Lemme 4.4

Si A est une famille de E, alors f (Vect A) = Vect f (A). En particulier, si A est une famille génératrice de E,
alors Im f = Vect A.

Ce lemme est évident par linéarité de f. Il donne de plus une nouvelle méthode pour déterminer 'image d’une
application linéaire.

Définition 4.5 Rang d’une application linéaire

Soit f € L(E,F). Si Im f est de dimension finie, on dit que f est de rang fini et on définit le rang de f par

rg (f) = dim (Tm (f)) -

Exercice 4.6 :
Soit E = R? et soient u; = (1,2,-2),us = (3,—6,—2),u3 = (1,—10,2). On note A = (uy,us,us3) et B =
(e1,e2,e3) la base canonique de E.

1. Déterminer le rang de A.
2. (a) Montrer qu’il existe une unique application linéaire f € £ (E) telle que, pour tout ¢ € [1,3], f (e;) =
Uj-
(b) Exprimer f (z,y, z) pour tout (z,y,z) € R>.
(c) Déterminer rg f.

ﬁk&fwuse
1. On a déja démontré a I'exercice précédent que rg A = 2.
2. (a) Evident d’aprés le théoréme 1.24.
(b) On a f(x,y,2) = (z + 3y + 2,2z — 6y — 10z, —22 — 2y + 22) pour tout (z,y, z) € R3.
(¢) On pourrait déterminer & la main Im f et montrer que dimIm f = 2. Mais en toute généralité, on
a

Im (f) = f(E) = f (Vect B) = Vect f (B) = Vect A.

Donc rg f =rg A.

Proposition 4.7
Soit f € L(E,F). Alors

(i) Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini et
rg f <dimFE

avec égalité si, et seulement si, f est injective.
(ii) Si F est de dimension finie, alors f est de rang fini et

rg f < dim F

avec égalité si, et seulement si, f est surjective.

& 203



CHAPITRE 9. ALGEBRE LINEAIRE — DIMENSION FINIE

(iii) Si E et F sont de dimension finie, alors

f est bijective +—= dim F =dim F =rg f.

Démonstration : (i) Soit B une base de E. Alors Im f = Vect f (B) d’aprés le lemme précédent. Donc
rg f =dimIm f < dim E. De plus,

f est injective <= f(B) est libre <= f(B) est une base de Im f <= rgf=dimFE.
(ii) Im f est de dimension finie car c’est un sev de F'. De plus,
f est surjective <= Im f=F <= rglm f =dimF.

(iii) Evident d’apreés (i) et (i7).

3. Théoréme du rang

Théoréme 4.8 Isomorphisme entre un supplémentaire du noyau et image

Soit f € L(FE, F). Supposons que F soit de dimension finie, et soit H un supplémentaire de ker f dans FE.
Alors

f: H — Imf
z = f(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration : Puisque F est de dimension finie, ker f admet un supplémentaire H dans F :
kerfeo H=F, dimH =dimFE — dimker f.
Notons f = fiu- f est une application linéaire (en tant que restriction d’une application linéaire & un sev).

D’autre part, Im f C Im f donc f € £ (H,Im f).

Montrons que f est un isomorphisme. Soit z € ker f. Alors f () =0donc z € HNker f = {0} donc z = 0 donc
f est injective. Soit y € Im f. Alors il existe € E et (vx,zn) € ker f x H tels que

y=f(z), z=2x+zg, [(zg)=/Ff(2)—[f(zx)=/Ff(2)=y.

Donc y € Imfdonc fest surjective donc bijective. O

Corollaire 4.9 Théoréeme du rang

Soit f € L(E,F). Si E est de dimension finie, alors

dim E = rg f + dim (ker f).

Démonstration : Avec les notations du théoréme précédent, H et Im f étant isomorphes, Im f est de dimen-
sion finie et

rg f =dimIm f = dim H = dim F — dimKker f.
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équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) f est bijective

(ii) f est injective

(iii) f est surjective
(iv) rg f =n.

Théoréme 4.10 Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie tels que dimF = dimF = n € N. Alors on a

Démonstration : Remarquons que, par définition,
(1i1) <= (), (i) < (@) A (i) .

De plus, d’aprés le théoréme du rang,

(1) < kerf ={0} <= dimkerf=0 <= rgf=n < (v) < (ii).

& Evidemment, ce résultat est grossiérement faux en dimension infinie, ou si E' et F' n’ont pas méme dimension.

Exercice 4.11 :

Soit D : C[X] — C[X] telle que, pour P € C[X], D (P) = P’. On a déja vu que D est un endomorphisme de

Clx].

1. Déterminer ker D.
2. En considérant D¢, x], déterminer Im D.
3. Conclure.

ﬁ Reponse

2. Soit n € N*. Pour tout P € C,[X],

deg (D (P)) < deg P < n

ker D C C,[X]|, kerD, =kerD.

Im D,, = Cp_1[X].

3P € C,[X],Q = D, (P)=D(P).

Donc D est surjective.

1. Soit P € C[X]. On sait que P’ = 0 si, et seulement si, P € Cy[X]. Donc ker D = Cy[X].

donc C,[X] est stable par D. Notons D,, = D¢, x] € £ (C,[X]). De plus, puisque

Donc d’aprés le théoréme du rang, rg D,, = n. De plus, pour tout P € C,[X], si deg P = n alors
deg (D,, (P)) =n — 1 donc Im D,, C C,,_1[X] et dim (Im D,,) = dim (C,,_1[X]). Donc

Finalement, pour tout @ € C[X], il existe n € N* tel que @ € C,,_1[X]. Donc

3. En dimension infinie, une application linéaire surjective n’est donc pas nécessairement injective.

n

&
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Exercice 4.12 :
Soit f: RN — RY telle que, pour (u,) € RY,

f((U()7U1,’U/2,U3,...)) = (0,’U,0,U1,U27...).

1. Montrer que f est un endomorphisme de RY.
2. Déterminer ker f.

3. Montrer que f n’est pas surjective

4. Conclure.

ﬁ Reponse

1. Evident en revenant & la définition.
2. Pour toute suite (u,) € RN, on a

(up) € ker f <— (0,ug,u1,...)=(0,0,0,...) <= VneNu, =0 < (u,) =0.

Donc ker f = {0} et donc f est injective.
3. Il est clair que 1 ¢ Im f donc f n’est pas surjective.
4. En dimension infinie, une application linéaire injective n’est donc pas nécessairement surjective.

V A connaitre a la fin du chapitre

1. Familles

e Déterminer si une famille est libre/génératrice/base.
e Comparer les cardinaux de familles libres et génératrices.
e Compléter une famille libre en une base. Extraire une base d’une famille génératrice.

2. Applications linéaires

o Connaitre les liens entre libre/générateur et injectif/surjectif.

e Déterminer "image d’une application linéaire & ’aide d’une partie génératrice de ’espace de départ.

e Déterminer le rang ou la dimension du noyau d’un morphisme, et savoir I’appliquer au calcul de l'injectivité
et de la surjectivité.

e Savoir utiliser la dimension pour optimiser les raisonnements.

3. Espaces vectoriels

Reconnaitre les espaces de dimension finie de référence.

Montrer qu’un espace vectoriel est de dimension finie et en déterminer une base.
Connaitre les liens entre bases et espaces supplémentaires.

Passer de I’équation cartésienne & une base et inversement pour les sous-espaces de R".
Savoir utiliser la dimension pour optimiser les raisonnements.
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cHAPITRE 10

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

C’est Sinus qui emmeéne son pote Cosinus dans
un boite qu’il connait, remplie de sinus. Alors
que Sinus picole et drague, Cosinus se morfond
au bar. Sinus arrive et lui dit "Allez viens mon
vieux, je vais t’aider a t’intégrer".

Blague mathématique

Ce chapitre est la suite (et fin) du cours d’analyse de premiére année, & la suite du cours de continuité et de
celui de dérivation. Il est important de connaitre et de comprendre ces deux sujets.

Dans la suite, a et b sont des nombres réels tels que a < b et K = R ou C. On introduit dans ce chapitre la
notion d’intégrale sur le segment [a,b], avant de voir dans un prochain chapitre comment on peut intégrer sur
un ensemble plus général.

I Construction de l’intégrale de Riemann

Cette premiére partie est relativement théorique, et nous allons la couvrir rapidement sans rentrer dans les
détails des preuves. L’idée est de comprendre comment on construit I'intégrale de Riemann.' Il s’agit de la
seule intégrale enseignée en cycle préparatoire, mais il est possible de créer d’autres intégrales (pour d’autres
types de fonctions).

1. Idée principale

L’intégrale d’une fonction f est l’aire algébrique (positive ou négative) sous la courbe de f. Pour pouvoir définir
une telle quantité, on a besoin de considérer f dans une certaine classe de fonctions. Par exemple, si f = 1g,
on aura bien du mal & donner un sens & l’aire sous la courbe.

La classe de fonctions que ’on choisit ici sont les fonctions continues par morceaux (on pourra simplement
penser aux fonctions continues dans un premier temps). On peut approcher l’aire sous la courbe d’une fonction
continue par une somme d’aires de rectangles bien choisis. La limite de cette somme donnera 'aire sous la
courbe :

1. Bernhard RiEMANN (1826-1866) : Mathématicien allemand.
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b b
2. Deéfinition de l’intégrale
Définition 1.1 Subdivision
On appelle subdivision de l'intervalle [a,b] toute famille (xq, ..., z,) avec n € N* telle que
a=20<x1 < < Tp_1<xH =0
On appelle subdivision réguliére de l’intervalle [a,b] de pas — la subdivision (o, ..., z,) définie par
n
(b —
Vie [0,n], = :a—f—u
n
Définition 1.2 Fonction en escalier
Soit ¢ € F ([a,b],K). On dit que ¢ est en escalier sur [a,b] s’il existe une subdivision (xo,...,z,) telle que,

pour tout i € [1,n], ¢ est constante sur |z;_1,x;[.

On note & ([a, b], K) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs dans K.

On dira qu’une telle subdivision est adaptée & .

Définition 1.3 Continuité par morceauz

Soit f € F ([a,b],K). On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision (zo, ..., %)
telle que, pour tout i € [1,n], f est continue sur |x;_1,x;[, admet une limite & droite finie en z;_; et une
limite & gauche finie en z;.

On note C, ([a, ], K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] & valeurs dans K.

& On remarquera qu’on n’impose rien sur les valeurs de f (z;), mais les fonctions continues par morceaux
doivent avoir des limites finies & gauche et & droite en tout point de la subdivision.

& Modifier la valeur d’une fonction continue par morceaux en un point ne change pas sa nature.
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Exemple 1.4 :
La fonction partie entiére E est en escalier (donc continue par morceaux) sur [—2.5,2.5].

La fonction f définie par

sinz siz<O0
Ve e [-1,1], f(x)=4( -1 siz=0
e” six >0

est continue par morceaux sur [—1,1].
La fonction g définie par

1 .
L 0
V€ [0, 1]’ g(x) _ {cosx S1x >

0 sizx=0

n’est pas continue par morceaux sur [0, 1]. &

Proposition 1.5

Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

Démonstration : Soit f € C2, ([a,b]) et soit (xo,...,z,) une subdivision adaptée & f. Soit k € [1,n]. Par
deéfinition, f admet une limite finie en x;_; et en z et est continue sur |zx_1,xy], elle est donc prolongeable
par continuité sur [zy_1, k] (on note fson prolongement). Alors fest continue sur un segment, donc bornée,
donc f est bornée sur |zi_1,x;[. On en déduit que f est bornée sur [a, b] \ {zo,...,zn}. On en déduit finalement
que f est bornée sur [a, b]. O

& Contrairement aux fonctions continues, les fonctions continues par morceaux n’atteignent pas forcément
leurs bornes.

Définition/Théoréme 1.6 Intégrale d’une fonction en escalier

Soit ¢ € & ([a, b],R). Soit, (g, ..., x,) une subdivision adaptée a . On note

vi e [1,n], A:w(;)

On appelle intégrale de ¢ sur [a,b] le nombre

b b n
/[b]QDZ/@Z/(P(t)dtzz/\i(xi_xi—l)-
a, a a i=1
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[Ce nombre est indépendant de la subdivision (zo, ..., ;) choisie. J

ot

L’intégrale de ¢ est simplement ’aire algébrique sous la courbe, c’est-a-dire comptée positivement si \; > 0 et
négativement si A; < 0.

On se sert de cette définition pour définir 'aire d’une fonction continue par morceaux sur un segment.

WDéﬁnition/Théoréme 1.7 Intégrale d’une fonction continue par morceaux réelle
Soit f € C°, ([a,b],R). On définit

b
Ap= {/ @<t>dt/wee<[a7b]>7¢Sf} CR

b
Bf={/ w(t)dt/wef([a,b]),fgw} CR

Alors Ay admet une borne supérieure, By admet une borne inférieure et ces deux nombres sont égaux. On
appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre

/[a,b]f:/abf:/abf(t)dtzsupAf:mef.

En pratique, on n’utilise évidemment pas cette définition pour calculer des intégrales : on utilise les primitives
et formules classiques qu’on reverra un peu plus tard.

WDéﬁnition 1.8 Intégrale d’une fonction continue par morceaux complexe

Soit f € C° ([a,b],C). Alors on définit

/abf/abme<f>+ilbjm<f>.
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& Modifier la valeur d’une fonction continue par morceaux en un point ne change pas son intégrale.

Remarque 1.9 : Par convention, on pose pour a < b

[o-Lr

Cela permet de simplifier I’écriture de nombreux calculs, mais on fera trés attention lors des inégalités, notam-
ment lorsqu’on manipule des fonctions positives ou lorsqu’on utilise I’inégalité triangulaire. &

3. Sommes de Riemann

La définition de l'intégrale d’une fonction f continue par morceaux (comme borne supérieure ou inférieure d’un
ensemble) n’est pas commode pour faire des calculs pratiques. Par contre, on peut aussi voir 'intégrale de f
comme limite d’intégrales de fonctions en escalier bien choisies.

WDéﬁnition/Théoréme 1.10
Soit f € C2, ([a,b],K) et soit (xé"), . 733%”)) la subdivision réguliére de [a, b], c’est-a-dire que

kE(b—a)

VneN*Vke[l,n], 2™ =a+ -

On appelle somme de Riemann de f tout nombre de la forme

n

5, = b= Z ). veenl o € [ a0].

On a alors

b
nggloo Sn :/a f

Autrement dit, la limite de toute somme de Riemann d’une fonction converge vers l'intégrale de cette derniére.
On notera que S,, dépend du choix des w™. Lorsque w™ = 2™ ou w{™ = 2™ cela sappelle la méthode des

rectangles (pour calculer 'intégrale de f).

T

™
N\

/ if
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WProposition 1.11 Méthode des rectangles
Soit f € C2, ([a,b],K). Alors

n

b—a = k(b—a) b ob—aq k(b—a) b
. Zf(“ . )Hm/af’ nzf(“ . )Hm/af

k=0 k=1

On parle de méthode des rectangles & gauche (si wlg") = 33;;:)1) ou & droite (si wlg") = x,(cn)) pour calculer une

intégrale. Il s’agit de méthodes que ’on peut implémenter facilement sur n’importe quel logiciel de programma-

T T
N

WProposition 1.12 Méthode des trapézes
Soit f € C2, ([a, b],K). Alors

oI f (o U= (g M) b
bnaz (a )2 (a )n_)+oo/{lf.

k=1

Démonstration : D’aprés les méthodes des rectangles,

a

2. En pratique, toutefois, ce n’est pas la méthode que les logiciels de calcul utilisent de nos jours.
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Dans les exercices, toutefois, il est souvent plus facile de calculer une intégrale qu'une somme. On utilisera
alors les résultats de convergence des sommes de Riemann pour calculer la limite d’une suite (en fonction d’une
intégrale).

Exemple 1.13 :
Déterminons la limite de la suite (u,,) définie par

n—1
1 k
VneN', wu,=-9 —m
n kZ:o Vian2 — k

On a, pour tout n € N*,

n—1 k ln—l k .
Uy = — = — f(), frxmm —.
l;n\/él (k) ”;;) n Vi —a?

La fonction f est continue sur [0, 1], et (uy) est la suite de ses sommes de Riemann (ici, c’est la méthode des
rectangles a gauche). De plus, on a

/0 \/ﬁdt = [—V4a-)_, =Vi4- 3.

On en déduit que

lim w, = V4 — /3.

n—-+4oo

¢

Remarque 1.14 : Avant de passer aux calculs pratiques, on pourrait se demander quels sont les problémes
qui se posent lorsque I’on cherche a définir I'intégrale sur un intervalle I quelconque. Ils sont principalement de
deux types :

e Si I n’est pas borné, ’aire sous la courbe peut étre "infinie". Il est assez facile de comprendre que / 1
[0,+00]
va poser des problémes.

e Meéme si I est borné, on peut avoir des problémes si I est ouvert en a ou b. De la méme maniére, on peut

t

se douter que / n risque de poser quelques problémes de définition.
10,1]

IT Propriétés de I'intégrale

1. Manipulation de I’intégrale

W Proposition 2.1

Soient f,g € CY, ([a,b],K). Alors

(i) Linéarité : Pour tous A\, € K, on a

/ab(Af+ug)=A/abf+ung-

b
(ii) Positivité : SiK =R et f > 0 sur [a, b] alors / f>0.

b b
(iii) Monotonie : Si K =R et f < g sur [a, b] alors / < / g.
a a

& 213



CHAPITRE 10. INTEGRATION SUR UN SEGMENT

(iv) Inégalité triangulaire : On a

ff<1”1

(v) Relation de Chasles® : Pour tout ¢ € [a,b], on a
b c b
[i-[ref

Démonstration : On ne démontre pas ces résultats, qui sont plus techniques qu’il n’y parait. Il faut en effet
les démontrer pour les fonctions en escalier puis les étendre aux fonctions continues par morceaux. O

On notera que la relation de Chasles se généralise a tous a, b, ¢, sans tenir compte de 'ordre. Dés qu’on peut
écrire ces intégrales, on a

A%:LU+AU.

Lemme 2.2

Soit f € C°([a,b],R). Si f est positive, alors

(/abf:o):f:o.

Démonstration : Raisonnons par contraposée. Supposons qu’il existe x € [a, b] tel que f (z) > 0. Alors, par

f(x)
2

continuité de f en x, il existe a > 0 tel que f > sur S = [z — a,z + «] N [a,b]. Alors S est un segment

non-vide, et on pose

PN % site S
- 0 sinon

Alors

f>0 /abf>/abg=/sg>0.

& Ce résultat est faux si f n’est pas continue ou si f n’est pas positive. Quels contre-exemples choisir ?

Exercice 2.3 :

1
Soit f € C°([a,b], R). Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =

b—a

b
/ f. Ce nombre est appelé valeur
a

moyenne de f sur [a,b].

3. Michel CHasLEs (1793-1880) : Mathématicien francais.
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fg Réponse

1
Notons \ = b a / f- Considérons la fonction continue g = f — A, et supposons que g ne s’annule pas sur

[a,b]. g étant continue, elle est strictement positive (ou strictement négative) sur [a,b] et son intégrale est
donc non-nulle. On a donc

/:g:/abq—x)=/:f—<b—a>A=/abf—/abf7éo,

ce qui est absurde. On en déduit qu’il existe ¢ € [a, ] tel que g (¢) = 0, et donc f (¢) =

Exercice 2.4 :
Déterminer les fonctions f € C° ([0, 1], [0, 1]) vérifiant

o=l
rgkéfause

Soit f € €°([0,1],[0,1]) une telle fonction. Alors f — f2 est une fonction continue et positive sur
[0,1], car Im f C [0, 1]. De plus,

/Olf—/01f2=/ol(f—f2)—

donc f = f? sur [0,1]. Donc Im f C {0,1}. Puisque f est continue, on en déduit que f =0 ou f = 1.

Syntheése | Il est évident que les fonctions constantes 0 et 1 sont solutions du problémes.

On a montré que les solutions du problémes sont les fonctions constantes 0 et 1.

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

WThéoréme 2.5 Inégalité de Cauchy*-Schwarz®
Soient f,g € C° ( . Alors

WF

De plus, si f et g sont continues, alors on a égalité si, et seulement si, la famille (f, g) est liée.

fg

Démonstration : On fait la démonstration dans le cas ou les fonctions f et g sont continues. On définit

VA € R, P:/ab(f+/\g)2Z/ab(f2—|—2fg)\—|—)\292)Z/abf2+2/\/abfg—|—/\2/ab92

4. Augustin Cavcuy (1789-1857) : Mathématicien francais.
5. Hermann ScHwaRrz (1843-1921) : Mathématicien allemand.
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On en déduit que P est un polynome de degré au plus 2.

e Si g = 0 alors on a l’égalité voulue (0 = 0).

b
e Si g # 0, alors / g*> # 0 et deg P = 2. De plus, pour tout A € R, P ()\) > 0 donc le discriminant A de P

a
est négatif. On a

b 2 b b
A:4</a fg> —af [ <o
(/bfg>2§/bf2/b92,
De plus,

/abfg Z\/ﬁ\/ﬁAzo — JAeR, P(\)=0
b

<~ JNER, /(f+>\g)2:0<:>3>\eR, f=-\g

a

< (f,g) est liée

Attention, la derniére équivalence est vraie car g # 0.

O

Remarque 2.6 : L’inégalité de Cauchy-Schwarz reste vrai dans un cadre beaucoup plus général, les espaces
euclidiens. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, c’est-a-dire qu’il existe une

application ® : E? — E vérifiant :

o O est bilinéaire :

Vi€ E. VucR, {@ Az + pz,y) = A0 (2,y) + u® (2,y)
D (z, \y + pz) = AP (z,y) + pd (x, 2)
e ® est symétrique :
Ve,y e B, & (z,y) = (y,x).
e & est positive :
Vee E, ®(x,x)>0.
o ® est définie :
Vee E, ®(z,2)=0 < z=0.
Dans ce cas, on a alors
Vo,y € B, |®(x,y)| <V (2, 2)V/ (y,y)-
Ici, on considérerait ’application
¢ ([a,b],R)> —  C°([a,b],R)
(f9) = [ fWg®dt

qui vérifie bien les quatre propriétés des produits scalaires, sur le R-espace vectoriel C° ([a, b], R).

(O3

Exercice 2.7 :

¢

b
On considére une suite de fonctions (f,),cy € Cop (la,b)". On suppose que lir}rl / f? = 0. Montrer que
: n—+oo
a

b
Jdm [ 5=
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fg Réponse

Tout d’abord, les ffl sont bien continues par morceaux, donc l’exercice a bien un sens. Ensuite, d’aprés

I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
b b b
<[ [ n=vi=a/[ 5
b

Vn € N,

/:fn /ablen

Le membre de droite tendant vers 0 lorsque n — 400, on en déduit que lir_irrl fn=0.
n—-—+00
a

3. Intégrale et primitive

Dans toute cette partie, on considére un intervalle non-trivial I C R.

Définition 2.8

Soit f € F(I,K). On dit que f est continue par morceaux sur I si f est continue par morceaux sur tout
segment inclus dans I.

On note C2, (I,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur 1.

Définition 2.9 Primitive

Soit f € F (I,K). On appelle primitive de f sur I toute fonction F' € F (I,K) telle que F’' = f sur I.

On utilise traditionnellement des lettres majuscules pour nommer les primitives, mais ce n’est absolument pas
une obligation.

Exemple 2.10 :

e La fonction sin est une primitive de cos sur R.

1
e La fonction In est une primitive de x — — sur |0, +oo[, pas sur R*.
x

Proposition 2.11

Soit f € F(I,K). Si F et G sont deux primitives de f sur I, alors

JeeK,Vrel, F=G+ec

Démonstration : On a F' — G = (F—G) = 0 donc F — G est constante sur I. Autrement dit, il existe
c € K tel que, pour tout x €

Fx)—G(x)=¢, F(x)=G(z)+c
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Exemple 2.12 :
1

Déterminons toutes les primitives de la fonctions f : z — — sur R*. Posons F' : z — In|z|. On sait que la
x

fonction In est dérivable sur R donc F' est dérivable sur R* et

—1 _

—ZT

V> 0, F/(x):é:f(x), Vo <0, F'(z)= f(z).

On a donc trouvé une primitive de f sur R*. Soit G € F (R*,R). D’apreés la proposition 2.11,

A+In(— i
B+ 1n(z) siz>0

Exercice 2.13 :

Montrer que la fonction partie entiére £ n’admet pas de primitive sur R.

ﬁ Reponse

Supposons, par I’absurde, que E posséde une primitive, qu’on note F. F' est dérivable donc continue en tout
point de R, en particulier en 1. On a F’ = 0 sur [0, 1] donc il existe ¢y € K tel que

Vo e [0,1], F(z)=cp.

De méme, F' =1 sur [1,2[ donc il existe ¢; € K tel que
Ve e [1,2[, F(r)=xz+c.

Par continuité, on a
F1)=14+c¢=c zlir_nF.

Donc

iz <1
vrel[0,2 Fz)={° SLES
r+c—1 siz>1.

On en déduit que F' n’est pas dérivable en 1, car F; (1) = 0 et Fj; (1) = 1, ce qui est absurde.

o

& Une fonction discontinue peut admettre une primitive, ou pas, mais si c’est le cas, celle-ci ne sera pas C' :

1

penser & 2% sin —. Attention, la dérivée de z*sin — n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] (limite oscillante
T T

en 07).

Théoréme 2.14 Théoréme fondamental de ’analyse
Soit f € C°(I,K). Soit a € I, et on définit
x

F:axw— f(t)dt.

a

(i) La fonction F' est de classe C' sur I, et c’est I'unique primitive de f sur I vérifiant F (a) = 0.
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(ii) Pour toute primitive G de f sur I, et pour tout b € I on a

b
/ Ft)dt =G (b) - G (a).

Démonstration : (i) Soit « € I. Pour simplifier, on suppose que = € I. Puisque f est continue en z, il
existe a > 0 tel que,

Viez—a,z+a], |[f(z)—f@)<e.
Alors, pour tout h € [—a, a] \ {0},

x — T oth ‘ v
F( +h}z F()_f(x):ilz</a f_/a f>_f(x):lll/x f@)dt— f(z)
z+h
[ v
xz+h z+h
<] ro-s@esy [ e
<e

Attention, on a utilisé 'inégalité triangulaire, il convient de faire trés attention au signe de h. D’o,

. F(z+h)—F(2)
lim A = f(z),
h£0

donc F' (z) = f (z) par définition. On en déduit que F est dérivable sur I et que F' = f. Or f est continue,
donc F € C* (I). On a bien montré que F est une primitive de f, et il est clair que F (a) = 0. D’aprés la
proposition 2.11, il est clair qu’on a unicité.

(ii) Soit G une primitive de f sur I. Alors il existe ¢ € K tel que G = F' + ¢ sur I. En particulier, on a

G(a)=F(a)+c=¢, Vbel, F(b):/bf(t)dt:G(b)—c:G(b)—G(a).

b b
On écrira généralement / f)dt = {F (t)}

t=a

Corollaire 2.15

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.

Corollaire 2.16
Soit f € C*' (I,K). Alors

b
Va,be I, /f’(t)dt:f(b)—f(a).

On peut étendre ce théoréme aux fonctions continues par morceaux sur un intervalle. En général, on prendra
quand méme garde de travailler avec des fonctions continues sur [a, b] pour éviter les problémes de "primitive &
constante prés".
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s N

W Proposition 2.17

Soit f € C° (I,K). Soit a € I, on définit

(i) F est continue sur 1.
(ii) F est dérivable en tout point de continuité zg € I de f, et F' = f.
(iii) Si xg € I est un point de discontinuité de f, F' est dérivable & gauche et & droite en zg (lorsque cela a
un sens) et on a

F, (zo) =lim f, Fj(xo) = lim f.
Ty xar

]

Démonstration : La démonstration de la dérivabilité (générale, & gauche ou a droite) se fait comme pour le
théoréme fondamental de ’analyse. La fonction F' est donc dérivable & gauche et & droite sur I, donc continue
a gauche et & droite sur 7. On en déduit que F' est continue sur 1.

On pourrait aussi montrer que F' est lipschitzienne sur tout segment, donc continue (la fonction f étant continue
par morceaux, elle est bornée sur tout segment). O

IIT Calcul pratique d’intégrales

Dans toute cette partie, la question que ’on se pose est "comment calculer une intégrale (ou une primitive) en
pratique ?"; ce qui est le principal intérét de ce chapitre (en mathématiques, en physique, en biologie, etc.).

72
On voit réguliérement des calculs du genre : / rdr = ) + cste, pour signifier qu’une primitive de la fonction

2
X . <12 N :
z +— x est une fonction du type = +— 5 + C. C’est en général une mauvaise idée (& part au brouillon,

éventuellement), le probléme principal des débutants étant de mettre du x partout (sans faire attention s’il
s’agit d’une borne ou de la variable d’intégration). On écrira donc plutoét :

x 2
/ tdt:%—i—cste.

Cette écriture a l’avantage de rappeler le théoréme fondamental (la borne supérieure de 'intégrale étant ) et
permet de dissocier x et .

& Cette écriture sert simplement & faire des calculs, et ne tient pas compte, par exemple, de 'intervalle sur
lequel on fait ce calcul.

1. Intégration par parties

La dérivation étant une opération linéaire, il est facile de trouver la primitive d’une combinaison linéaire de
fonctions simples. Mais pour le produit, c’est plus compliqué, et on utilise I'intégration par parties.
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WThéoréme 3.1 Intégration par parties (IPP)
Soient u,v € C* ([a, b],K). Alors

Démonstration : La fonction u x v est C* sur [a, b] et, d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse,

O

L’intégration par parties sert principalement pour obtenir la primitive d’un produit de fonctions simples. Pour

itnégrer uv’, le terme uv aura beau étre trés compliqué, cela ne pose aucun probléme : il suffit de savoir intégrer
I

uv.

Exemple 3.2 :
Déterminons une primitive de In sur R7. Soit 2 > 0.0On applique la formule d’intégration par parties avec
w:t+Intetv:test, quisont C' sur [1,z]U [z, 1].

/ln(t)dt:/ u(t)v’(t)dt:[tlnt]le—/ ;dt:mlnx—[t]le:J;lnx—x—l.
1 1 1

Une primitive de In sur R’} est donc z — zlnz — z. &

Exemple 3.3 :
2 2t

Calculons / 3te®' dt. On applique la formule d’intégration par parties avec u : t — 3t et v : t — 55 qui sont
0

C' sur [0,2].
2 2 3 2 3 2
/ te%dtz/ te?tdt = [tth] —f/ et dt
0 0 2 t=0 2 0
3 2 9 3
_ 4 2t _ 4
=3e —Z[e ]t:O—Ze —1—1.

On prendra soin d’indiquer que les deux fonctions qui nous intéressent sont C' sur le segment voulu.

Exercice 3.4 :
Déterminer de deux fagons différentes les primitives de f :  +— sin (22) e” sur R.

ﬁ Reponse
Méthode 1 | Par intégration par parties, les fonctions sin, cos, exp étant C* sur R,

/ sin (2t) e’ dt = [sin (2t) ']* — 2/ cos (2t) e' dt = sin (2x) e* —2[cos (2t) e']* — 4/ sin (2t) ' dt
(1+4) / sin (2t) e’ dt = sin (22) e” —2 cos (2z) e”

£ in (2z) — 2 2
/ sin (2t) e’ dt = sin (2z) — 2 cos (22) e”

5
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Méthode 2 | En passant aux complexes, on a
@ T g2t —i2t @
/ sin (2t) e’ dt = / u tdt = i/ (e(1+2i)t _ e(1—2i)t) dt
24 24

1 (e(1+2i)x e(1—2i)r> 1

=5 \Toar ~ 1= ) = 101~ 20 — (L4 20) e e

B (GZiz _ 6721@) — 9 (e2iw _’_ef2iw) e®
- 2i 5
sin (2z) — 2 cos (2x) o

5

Les primitives de f sur R sont donc de la forme

in (2z) — 2 2
xl—)sm( 2) 3 cos (22) e” t+cste.

Remarque : Méme si les nombres complexes font habituellement un peu peur (a tort), la méthode 2 est
beaucoup plus efficace (moins de risques d’erreurs de signe ou de coefficient !)

2. Changement de variable

On peut faire des changements de variables sur des intervalles, & peu prés de la méme fagon que sur des segments.

WThéoréme 3.5 Changement de variable
Soient o < B € Ret ® € C* ([a, 8], 1) . Soit f € C°(I). Alors

/de)t @’tdt—/q)(mf d
@) 0 d—— (w) du.

@ (a)

On dit qu’on fait le changement de variable u = ® (¢).

Démonstration : f étant continue sur I, elle admet une primitive F qui est C! sur I. D’aprés le théoréme
fondamental de I’analyse, on a alors

B ()
/ f () du=F (®(8)) - F(®(a)).

P ()
D’autre part, F o ® € C' ([a, f]) et
(Fod) =Fo®dx® =fodxd.

On en déduit que F o ® est une primitive de f o ® x ® et donc que

8 ®(8)
/ f(@ ()2 (t)dt = F(®(B)) - F (2 () :/ f(w) du.

P ()

On traite ici un cas particulier, ou f est continue et non plus continue par morceaux.
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b
Remarque 3.6 : En pratique, on aura plutot des intégrales du type / f (¥ (u)) du, et on veut donc pouvoir
a

écrire :

W (b) ,
/ f@) (1) (¢)at.

¥(a)

/:f(\IJ(U))du

t=W(u)

Une condition suffisante pour effectuer un tel changement de variable est donc "® (resp. W) est un C'-
diffeomorphisme sur [a, 5] (resp. [a,b])". &

& Lors d’un changement de variable, on fera attention & bien changer trois parties dans 'intégrale :

e les bornes
e lintégrande " f (¢)"
o le "dt"

Exemple 3.7 :

Pour appliquer le théoréme de changement de variable, il n’est pas nécessaire que ® soit injective. On a par
exemple

2\/§ o . 27 1
/ t cos (tz) dt—/ cosudu: {smu] = ——.
-z u=t2 Jx 2 2 u=1 2

jus
2 2

Ceci dit, on aurait pu trouver une primitive directement en remarquant que l'intégrande est sous la forme
u’ cosu, d’oul

Ve in (12)]°VE 1
/ 2tcos(tQ) dt = lbm( )] E——
_ /= 2 2
2 t=—y/%
&
Exercice 3.8 :
O dt
Calculer/ —
1 1+t
fgké.fwuse
On a
9 3 3
dt 2 1
/ -/ s d5:2/ (1 >d52[51n(1+s)]‘:’_141n4.
1 L+t s=vi J1 1+s 1 1+s
&

Exercice 31.9 :

Calculer / * garesint gy
0
fg Réfouse
(14+V3)es —2

) © e
edresint g0 cosuetduy = | — (sm U + coSs U) =
0 u=arcsint [ 2 0 4

S
ol

L) 223
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3. Périodicité et parité

Evidemment, on peut utiliser les propriétés de périodicité, de parité et d’imparité des fonctions pour calculer
leurs intégrales, & ’aide du théoréme de changement de variable.

Proposition 3.10

Soit f € C° ([a,b]) une fonction T-périodique. Alors

/a:Tf(t)dtz/abf(t)dt.

Démonstration : On effectue simplement le changement de variable u =¢ — T O

W Proposition 3.11

Soit a > 0 et f € C, ([~a,a]). Alors

(i) Si f est paire, alors
f(t)dt:2/ f(t)dt.
—a 0
(ii) Si f est impaire, alors

" rd—o.

—a

Démonstration : On fait le changement de variable u = —t dans les intégrales considérées. O

4. Fonctions trigonométriques

Exercice 3.12 :
Déterminer les primitives de z — sin® z cos® z sur R.

ﬁ Reponse

Il faut linéariser les fonctions sin® et cos®. On peut pour cela utiliser les formules de trigonométrie, ou
I’exponentielle complexe. Pour tout ¢t € R, on a

2 eos® ¢ (eit_e—it)2 (eit+e—it>3 (ei2t _2+efi2t> (ei3t +3¢it +3efit+873it)
sin“tcos” t = =

24 2 —32
Qibt 1 i3l _9 git 9 g—it 4 g—i3t | o—ibl
—32
__cost cos(3t) cos(5t)
8 16 16
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On en déduit que

z 1 [ i in (3 in (5
/ sin?t cos® t dt = E/ [2cost — cos (3t) — cos (5t)|dt = s1181:c = 51114(8 2) _ 81118(0 ?) + cste.

Les régles de Bioche® sont des régles pour calculer des intégrales avec des fonctions trigonométriques.

-

Proposition 3.13 Reégles de Bioche

Pour calculer l'intégrale d’une fonction rationnelle composée de fonctions trigonométriques f, on pose le
changement de variable suivant :

(i) Si f(x)dz est invariant par —z, on pose t = cos z.
(ii) Si f (z)dz est invariant par m — x, on pose ¢ = sin x.
(iii) Si f (z)dx est invariant par w + x, on pose t = tan x.

X
Dans tous les cas, on peut tenter le changement de variable "universel" u = tan —. Alors,

. 2u 1—u? ; 2u d 2du
sing = ——~, cosr=-—— anr = —— rT=——.
. 14 u?’ . 14 u?’ 1 —u?’ 142

& Il faut quand méme que ces changements de variables soit 1égitimes.

Idée de démonstration : On démontre juste les formules du changement de variable "universel". Soient
x
x €] — 7, [, on pose u = tan 3 Alors

2u _ 2tan 3 _ 2cos 5 sin g _ sin(2 X %) — sing
14 u? 1+tan2% c052%+sin2% 1
1 —u? _ 1 —tan®% _ COSQ§—sin2§ _ cos(2>< %) ~ cosa
1+u2 1+ tan? 5 cos? &+ sin? 5 1
2u sinx
—_— = = tanz.
1—u2 coszx
2du
dx = 2arctan’ (u) du = ——.
1+ u?

On retiendra que les invariances suggérées sont exactement celles du changement de variable :

Ve € R, cos(—x)=cosz, sin(m—x)=sinz, tan(rm+x)=tanz.

Exercice 3.14 :

ERE
Calculer / _ant dx.
o l+4coszx

6. Charles BiocHE (1859-1949) : Mathématicien frangais.
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fg Reponse

’ Premiére méthode ‘ D’apres les régles de Bioche, on remarque qu’il est conseillé d’effectuer le changement de
variable ¢t = cosx. On a alors dt = —sinz dx :

s s 1
5t 5 i T —dt Lr1 1
/ ﬂdm:/ de_/ :/ 11N\,
o l+cosz o cosz(l+cosx)  t=cosz J; t(1+1) 2\t 14t
2

’ Deuxiéme méthode ‘ On fait le changement de variable u = tang (aucun probléme sur Uintervalle [0,7/3]) :

/g tan x /f 1 22 1+u2 /f = u2 1+u2) W) B o
o 1+ cosa: u=tan £ 1+Z§ @ 1+u2
ﬁ 2u L 3
= du=[—In(1—-u?)]"3 =1In-=-.
/0 2= [ (1-4?)]f, =In

5. Fractions rationnelles

Comme on I’a vu dans le chapitre consacré aux fractions rationnelles et aux polynomes, ’outil fondamental pour
intégrer des fractions rationnelles est la décomposition en éléments simples. Si la plupart des éléments simples,
comme leur nom l'indique, sont facilement intégrables a I’aide des fonctions puissances et In, il y a quand méme
quelques exceptions qu’il faut savoir traiter.

Exemple 3.15 :
Déterminons la primitive suivante :

Toodt 142 - —t2 12 z 42
— = = 5 — dt = arctan x + —————dt
(1+1¢2) (1+t2 1+t (1+12)? (1+1¢2)

; + / arctan x n T 4 est
= arctanz = cste.
1+x2 21—i—t2 2 2(1+22)
¢
Exercice 3.16 :
R\ {-1} — R
Déterminer les primitive de la fonction f : . 3z3 4+ 22 +22+5 .
x
r+1

ﬁ Reponse

En effectuant la division euclidienne de 3X3 4+ X2 4+ 2X + 5 par 14+ X, on trouve

3X3+ X2 +2X +5=(1+X)(3X*>—2X +4) + 1.

1
On en déduit que pour tout z # —1, f (z) = 322 — 2z + 4 + o Les primitives de f sur R\ {—1} est donc
x
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de la forme

, avec C1,C5 € R.

23—z +4z+In|l+z|+C; siz>-—1
F:.:z— . 5 .
2=z +4dz+Injl+z|+C; siz<-—1
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A connaitre a la fin du chapitre

Définition de ’intégrale

e Reconnaitre et calculer la limite d’'une somme de Riemann.
e Théoréme fondamental de ’analyse, lien entre primitive et intégrale.

Calcul pratique d’intégrales

e Connaitre et savoir utiliser les différentes méthodes a votre disposition pour calculer efficacement des
intégrales : passages aux complexes, changement de variable, intégration par parties, fractions rationnelles,

régles de Bioche. ..
e Attention a I'ordre des bornes lors des inégalités classiques (inégalité triangulaire et inégalité de Cauchy-
Schwarz).

Pour aller plus loin

o Intégrale de Lebesgue, d’It6 ou de Stieltjes.
e Intégration sur un intervalle quelconque (intégrale généralisée)
e Méthodes d’intégration : Simpson, Runge-Kutta,. . .
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CHAPITRE 11

INTEGRALES GENERALISEES

Ce chapitre est la suite directe du cours d’intégration sur un segment, et les notions suivantes doivent naturel-
lement étre connues et maitrisées :

e Lien avec les primitives, théoréme fondamental de I'analyse
e Intégration par parties, changement de variables
e Techniques classiques de calcul d’intégrales

Dans le chapitre précédent, on a appris & construire l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un
segment [a, b] : il s’agit de I’aire sous la courbe entre a et b. On sait par exemple calculer

/th 1* 1
L2t 2

. 1 .
Mais que peut-on dire de 1’aire sous la courbe de la fonction ¢ — 7] entre 0 et 400 ? Ce chapitre sert & répondre
a cette question. Remarquons qu’il y a deux problémes :

1 1
e La fonction ¢ — 72 n’est pas définie en 0 et hm+ ehe +00. Ainsi aire peut potentiellement étre infinie
t—0
au voisinage de 0 : on dit que 0 est un point incertain.
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e Le domaine d’intégration est de longueur infinie. Ainsi I'aire peut potentiellement étre infinie "au voisinage
de +o0" : c’est un point incertain aussi.

Dans tout ce chapitre, K =R ou C.

I Intégrale généralisée

1. Intégration sur un intervalle

Définition 1.1 Continuité par morceauz
Soient a < b € R. On dit que f : [a,b] — K est continue par morceauz sur [a,b] s’il existe une subdivision
(ag, - --,ay) de [a,b] telle que, pour tout i € [1,n],

(i) f est continue sur |a;—_1, a;[.
(ii) f admet une limite finie & droite en a;_; et une limite finie & gauche en a;.

On note C2, ([a, b], K) I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Soit I un intervalle non-trivial de R. On dit que f : I — R est continue par morceauz sur I si f est continue par
morceaux sur tout segment inclus dans I. On note C, (I,KK) I’ensemble des fonctions continues par morceaux
sur I.

Pour définir ’intégrale, on s’est restreint aux fonctions continues par morceaux sur un segment. On peut main-
tenant étendre cette notion & une classe plus vaste de fonctions en se basant sur la relation de Chasles.

WDéﬁnition 1.2 Intégrale généralisée a droite

b
Soit f € C2, ([a,b],K) avec a < b < +00. On dit que l'intégrale généralisée/ f (t) dt converge si liI};l f@
x—b—

a la,z]

existe et est finie. On définit alors

/ “fwdi— tm [

w0 Jjaal

b
Sinon, on dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt diverge.

b
On dit que b est un point incertain pour l'intégrale / f () dt.
a

Ou parle d’intégrale généralisée (ou d’intégrale impropre) car il ne s’agit plus tout a fait de I'intégrale de Riemann
construite au chapitre précédent. Il s’agit d’une généralisation de cette intégrale aux fonctions continues par
morceaux sur un intervalle semi-ouvert. Cette définition a bien un sens car f est bien continue par morceaux
sur [a,x] pour tout x €]a, b|.

b
On remarque que, si f € C2, ([a,b]) alors / f(t) dt converge et elle coincide avec 'intégrale de Riemann :
b
/ ft)dt= f(t)dt.
a [a,b]

Exemple 1.3 :
1 .
Notouns f (t) = el Pour tout = €]1, +oc, la fonction f est continue sur [1,z] donc f € C2, ([1, +oo[). Etudions
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—+oo
I'intégrale généralisée / f (t)dt. On a, pour tout = > 1,
1

x

/z dt { 1] 1
1t t],q x
+oo
Donc / f (¢) dt converge et
1
+oo 1
/ f)dt= lim 1—-=1.
1 Tr—400 e

I. INTEGRALE GENERALISEE

WProposition 1.4 Relation de Chasles
Soit f € C°

m

([a,b],K) avec a < b < 400. Alors

b b
/ f(t) dt converge < Ve €a, b[,/ f (t) dt converge.

Dans ce cas on a

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

Démonstration : Pour tout ¢ €]a, b[ et pour tout = € [c, b],

/azf(t)dt:/acf(t)dt+/cmf(t)dt.

Lorsque x — b~ , le membre de gauche admet une limite si et seulement si le
et dans ce cas on a

/;f(t)dtZ/:f(t)dterlir?/:f(t)dt.

lim
rz—b—

membre de droite admet une limite,

WDéﬁnition 1.5 Intégrale généralisée a gauche

Soit f € C° (Ja,b], K) avec —oo < a < b. On dit que 'intégrale généralisée/

a
existe et est finie. On définit alors

/:f(t)dt=

b
Sinon, on dit que Iintégrale généralisée / f (t) dt diverge.

lim
r—b—

(b dt.

[2.0]

b
On dit que a est un point incertain pour l'intégrale / f (@) dt.
a

b
f (t) dt converge si lim

r—a’t

f(t)

[,]

<;
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Exemple 1.6 :
1 .
Notons f(t) = el Pour tout = €]0,1[, la fonction f est continue sur [z,1] donc f € C2, (]0,1]). Etudions

1
lintégrale généralisée / f (t)dt. On a, pour tout x €]0, 1]
0

/1dt 11t 1
R -~ 1.
L 12 tl,_, =

o0 1
Donc / f (t) dt diverge car lim — — 1 = 4o0. &
1 r—0 x

Proposition 1.7 Relation de Chasles

Soit f € €2, (Ja,b],K) avec —oo < a < b. Alors

C

b
/ f (t) dt converge < Vc E]a,b[,/ f () dt converge.

a

Dans ce cas on a

/abf(t)dt:/:f(t)dt+/cbf(t)dt

WDéﬁnition 1.8 Intégrale généralisée
b
Soit f € C2 (Ja,b[,K) avec —oco < a < b < +o0o. On dit que l'intégrale généralisée / f () dt converge s’il

a

existe ¢ €]a, b[ tel que / f(t)dt et / f (t) dt convergent. On pose alors

/f yae= [ 1 dt+/f

b
Sinon, on dit que l'intégrale / f () dt diverge.
a

b b
On pourra noter/ f :/ f()dt

& On n’a pas défini l'intégrale généralisée a gauche et a droite d’un seul coup. Il est en effet crucial de ne
traiter qu’un seul point incertain a la fois, c’est-a-dire une seule limite & la fois!

W Proposition 1.9

Soit f € €Y, (Ja,b[,K) avec —oo < a < b < +00. La convergence de l'intégrale généralisée / f ne dépend pas

du point ¢ €a, b] choisi. Autrement dit,

/ f (t) dt converge <= Ve €la, b| / fet / f convergent.
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C’est évident par les relation de Chasles établies précédemment : le probléme de convergence d’une intégrale
généralisée est un probléme local, aux bornes de l'intervalle d’intégration.

Exemple 1.10 :

+oo c dt
/o = diverge, car on a trouvé ¢ €]0, +oo] tel que /0 o) diverge. &
Exercice 1.11 :

Soient p € N*, I un intervalle de R et 2o € I. Soit f € F (I \ {zo},R). Montrer que, si f € C? (I \ {zo}), et si
f® admet une limite finie en z, alors f se prolonge en une fonction de de classe C? sur I.

fg Reponse

1
Soit z1 € I\ {zo}. Puisque f’ admet une limite finie en z¢, l'intégrale généralisée / f(@)dt

Zo

converge donc. On a alors
f@)=fa- [ rod—fa@- [ rod

Autrement dit, f posséde une limite finie en xg, et donc f se prolonge par continuité en zy (on note encore
son prolongement f). Par le théoréme d’extension de la dérivée, f est alors dérivable en zg et f' (zo) = £. On
en déduit que f' € CY (I) et donc f € C* (I).

On démontre par récurrence finie descendante sur k& € [0,p — 1] que f(k) se prolonge en une

fonction de classe C' dont la dérivée est le prolongement de f (=)
haut.

en utilisant le cas p = 1 démontré plus

2. Propriétés héritées de I’intégrale sur un segment

W Proposition 1.12

Soient I un intervalle non-trivial de R et f, g € CY, (I,K). Alors

(i) Si /f et /g convergent, alors pour tous A, u € K| / (Mf + pg) converge et
I I I

/I(/\f+ug)=>\/jf+u/lg~

(ii)) SIK=Ret f>0et /f converge alors /f (t)dt > 0.
I

I
(iii) SiIK=Ret f <get /f et /g convergent, alors /f < /g.

I I I I
(iv) Si K=C, alors

/ f converge < JrR(f) converge — / f converge.
I J;Im (f) converge I

De plus, si ces intégrales convergent, alors

()= oo w([)= fmir. o= [
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Démonstration : Notons a = inf I et b = sup I (potentiellement a = —o0 ou b = +00). Soit z, ¢,y € I tels
que z < ¢ < ¥.

(i) Soient A, € K. Remarquons que Af + ug € C2, (Ja, ), et alors

/QCC(Af+ug)=/\/a:cf+u/:g

(&
Puisque / f et / g convergent, alors lim (Af + ng) existe et
I I

r—a— xT
/(/\f+ug)=k/ f+/i/ g.
De méme,
b b b
/(Afﬂtg):A/ f+u/ g.
Donc

/ab(Aerug):A/aberu/abg-

(ii) Puisque f >0, et /f converge, on a
I

/:fZO, /:fxg%/ f>o0
b

Dememe/f>0 Donc/f—/f+ f=0.

(iii) On applique simplement les résultats (i) et (u) a g — f, qui est une fonction positive sur I.
(iv) On remarque que pour tous z,y € I,

[i= v [ ma. [7= [

puis on applique le méme type de raisonnement que précédemment.

Exercice 1.13 :
oot Foo
Etudier la nature des intégrales / — et / sin tdt.
1

t+t? .
fg Reponse

1. Posons pour tout t > 1, f (t) =
On a, pour tout =z > 1,

@z t @ T
froou= 5= [ a(em)],, = (5)

Donc / f (t) dt converge et
1

+ oo
/ dt — lm (In2-In(——))=m2
1 t 4+ t2 z—~+o00 1+x

TR o ([1,+00[). Le seul point incertain est donc +oo.
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& Par contre, on ne peut pas écrire

/-‘rOO dt B /-‘rOO ﬂ /-‘rOO dt
L t+t2 )t 1 1+t
2. sin € CY, (R) donc —o0 et 400 sont deux points incertains. On a, pour tout = > 0,

T
/ sintdt = [—cost];_, =1 — cos.
0

—+00 —+oo
On sait que cos n’admet pas de limite en +o0o donc / sin tdt diverge, et par suite / sin tdt diverge.
0

— 00
&Par contre, pour tout x > 0, on a

/ sintdt = 0, lim sintdt = 0.

r—+oo | _

—T x

3. Intégrales de Riemann

Théoréme 1.14 Critére de Riemann

Soit o € R. Alors

1
dt
(i) L’intégrale / 7o converge si, et seulement si, o < 1.
0

+o0o
(ii) L’intégrale / 7o converge si, et seulement si, o > 1.
1

Démonstration : Notons f, : t =~ . Remarquons que la fonction f* est continue sur R*. donc f € Cp, (R%).
Notons, pour ¢t > 0,

11—« .
Fa(t):{tl“ sia#0

Int sia=0
La fonction F,, est une primitive de f, sur R .

(i) Pour tout z €]0,1[, on a

1
/]"Q:Fa(l)me(glc)7 lim Fo(2) ER <= 1-a>0 < a<]1.

z—01

(if) Pour tout y €]1,400[, on a

Yy
/fa:Fa(y)—Fa(l), lim Fo(y) eR <= 1-a<0 < a>1
1

Yy—>—+o00

O

Les intégrales de Riemann sont fondamentales, car elles donnent une idée de "quelle intégrale converge ou ne
converge pas" (pour des fonctions positives).
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IT Fonctions positives et intégrabilité

Dans la premiére section de ce chapitre, on a vu comment généraliser ’intégration sur un segment a l’intégration
sur un intervalle. Mais pour 'instant, la seule méthode de justification de I'existence d’une intégrale est celle
du calcul effectif de cette intégrale, c’est-a-dire de trouver une primitive de l'intégrande.

On va voir que pour les fonctions positives (et par extension, les fonctions de signe constant), on dispose de
nombreuses méthodes pour justifier que I'intégrale converge sans avoir & déterminer une primitive de 'intégrande.

Dans tout ce qui suit, I est un intervalle non-trivial de R.

1. Intégrale d’une fonction positive

Théoréme 2.1 Admis
Soit f € C° (I,R). Si f >0, alors

/fconverge — 3M>O,Va,b€],/ <M.
I [a,b]

Dans ce cas, on a alors /f = sup f-
I a,bel J{a,b]

Idée de la démonstration : Dans le cas ot I = [a,b] avec a < b < +00, on pose

F::c»—>/xf(t)dt.

Puisque f est positive, F' est croissante sur [a, b[. Donc

lirr})F (x) existe <= F est majorée sur I.
T—

Dans ce cas, on a

lim F (z) = sup F.
I

z—b
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W Corollaire 2.2

Sif,geC’ (I,R),si0< f<getsi /g converge, alors /f converge et

I I
OSAfS[Q

Exercice 2.3 :

Montrer que P est convergente sans déterminer la primitive de l'intégrande. &

2. Comparaison de fonctions positives

Dans le cas des fonctions positives, grace au résultat précédent, on est désormais en mesure de donner des

critéres de convergence de [ f sans savoir calculer cette intégrale.
I

%Théoréme 2.4 Comparaison de fonction positives

Soient f,g € C° ([a,b[,R) avec a < b < +o00. Si f et g sont positives sur [a, b[, alors

(i) Si f(1) N g (t) alors

/ g converge <= / f converge.
I I

(ii) Si f(t) = Of(g(t)) alors

/ g converge = / f converge.

I

(iii) Si f(t) = o(g(t)) alors

t—b

/ g converge = / f converge.
I I

Dans le cas ou f = o(g) ou f = O(g), on utilisera aussi souvent la contraposée, qui fournit un critére de
divergence :

/f diverge = /g diverge.
I I
Démonstration : Par définition, il existe ¢ €]a, b[ et M > 0 tels que

Vo € [e,b], 0< f(z) < Mg(x / f<M g<M/
le,z] [e,z]

b
Donc / f converge.
C

Sifwgalorsf:O(g) et g=0(f).
(791) | Si f = o(g) alors f = O (g). O
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Exercice 2.5 :

Int
Pour ¢ > 0, on pose f (t) -

IR
T Int
1. Montrer que ——dt converge.
/7
1
2. Montrer que / In tdt converge.
0

+oo
3. En déduire que / f (t) dt converge.
0

$ Eéf:ardSe

Tout d’abord, les fonctions considérées sont continues par morceaux sur |0, +oof.
) b

Int . ..
1. Remarquons que ¢ — B est positive au voisinage de +oc.

t21nt 0 Int 1
B iotee B ot N2 )

+oo —+oo
Or / = est une intégrale de Riemann convergente car 2 > 1. Donc / t—Bdt converge.
1 1

2. Pour tout z €]0,1[, on a

1 1
/ Intdt = [tInt —t]}_, =z —zlnz — 1, / Intdt = —1,
T 0
1
donc In tdt converge.

0
3. Pour tout ¢ € [1,+o0[, on a

foz0, oo ot

t—:ioo tT,
+oo

donc / f converge. De plus, pour ¢ €]0, 1],
1

—f({)>0, —Int>0, —f(t) ~ —Int.

t—0+

1 1 “+oo
Donc / (—f) converge donc / f converge. Donc / f converge.
0 0 0

Remarque 2.6 : Le théoréme 2.4 est extrémement important lorsqu’on ne sait pas calculer directement la
primitive d’une fonction dont on souhaite déterminer si son intégrale généralisée converge. Comme on ’a déja
vu dans 'exemple précédent, les conclusions du théoréme 2.4 restent valable dans plusieurs cas plus généraux

(pour des fonctions a valeurs réelles) :

e f et g sont positives sur un voisinage (4 gauche) de b (on restreint 'intervalle & [c, b]).
e f et g sont négatives sur un voisinage (a gauche) de b (on considére —f et —g).

e on effectue une intégrale généralisée "a gauche" (avec les relations de comparaison correspondantes en

a't).
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& Ce résultat est faux pour les fonctions complexes ou de signe quelconque. En effet, par exemple,

_|sint| sint

f(t)

) t = o
t t t—+o00

or on verra plus tard que

+oo 400
/ f (t) dt diverge, / g (t)dt = converge.
1 1

3. Intégrabilité sur un intervalle

WDéﬁnition 2.7 Absolue convergence et intégrabilité

Soit f € C° (I,K). On dit que /f est absolument convergente si / |f (t) |dt converge. On dit aussi que f est
I I

intégrable sur I

Si /f converge mais que f n’est pas intégrable, on dit que /f est semi-convergente.
I I

& Contrairement & ce qu’on pourrait croire au premier abord, f n’est pas intégrable si son intégrale existe,

mais bien si / | f| existe. On note aussi f € L' (I).
I

Si f est positive (ou plus généralement, de signe constant au voisinage des points incertains), alors f est
intégrable si, et seulement si, son intégrale converge.

Théoréme 2.8
Soit f € €2, (I,K). Alors

/ f converge absolument = / f converge.
I I

& 11 existe des fonctions donc 'intégrale est semi-convergente. A I'exercice 3.9, on verra que

+oo 3 400 | o2
S1n ¢ Sin ¢
/ ST gt converge, / Mdt diverge.

Démonstration : On fait la preuve uniquement dans le cas ot f est a valeurs réelles. Notons f_ = — min (0, f)
et fy =max (0, f);on a

f+ 20, fo>0, f=fr—f, |fl=Ffr+/F.

& 239



CHAPITRE 11. INTEGRALES GENERALISEES

f+

Supposons que f soit intégrable sur I, alors pour tout a,b € I,

ﬁ<m,AMﬁ<AMm<¢w

donc /f+ converge. De méme, /f, converge. Donc /f = / (f+ — f-) converge.
I I I I

WProposition 2.9 Inégalité triangulaire

Soit f € CY (I,K). Si / f converge absolument alors

I
Mfmﬂszumw.

Démonstration : Supposons que f soit intégrable sur I. Alors / f converge et on a

I
SUEYEINE I FEy T MﬂgﬂfL

4. Plan d’étude

b
Soient —oco < a < b < 400 et f € CY (Ja,b[). Pour déterminer si / f converge :

On vérifie que la fonction f est bien continue (ou continue par morceaux) sur |a, b[.
Si a ou b sont finis, on vérifie d’abord s’il y a un probléme : on se demande si lir+nf ou lim f sont finies.
a b—

On découpe l'intervalle en ]a, c] et [c, b] et on traite un probléme a la fois.
Si possible, on détermine une primitive F' de f et on étudie liElF et lli)m F.
- -

=R o

Sinon, on considére |f] :
(a) Si possible, on trouve un équivalent simple de f dont on connait 'intégrabilité sur ]a, b[.
(b) Sinon, on essaie de comparer |f| & une fonction simple dont on connait I'intégrabilité.

b
5. Si l’on n’a pas réussi & montrer que / | f| converge, on ne sait pas quoi dire (pour U'instant).
a

Exemple 2.10 :

+00o o
sint
Déterminons la nature de / Wdt'
0
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sint . . . . .
1. Posons f : ¢+ PR La fonction f est continue sur |0, 400 (comme composée de fonctions continues sur

leurs domaines de définition). +oo est évidemment un point incertain. De plus, lim+ f (t) = +oo donc 0
t—0

est aussi un point incertain.

1 “+oc0
2. On étudie la convergence des intégrales / f () dt et / f (@) dt.
0 1
3. Puisqu’on ne reconnait pas de primitive pour f, on doit procéder autrement.
4. (a) La fonction f est positive sur |0, 1]. De plus, on a
t 1
f(@) io- 1372 172"
1
La fonction t — ¢t~ /2 est continue par morceaux et positive sur |0, 1], et / t1/2 converge d’apreés
) 0
le critére de Riemann. Donc / f converge.
0
(b) La fonction f n’est pas de signe constant sur [1,+oo] (elle oscille en +00). Par contre, on a
sint 1
lf @)= | S @
o0
La fonction ¢t — t3/? est continue par morceaux et positive sur [1,+oo], et / t3/2 converge
+oo !
d’apreés le critére de Riemann. Donc / f converge.
1
+oo ;
sint
En conclusion, / Wdt converge. &
0

ITT Intégrales généralisées en pratique

1. Intégrales de Bertrand

Théoréme 3.1 Critére de Bertrand
Soient «, 8 € R. Alors

dt

1/2
(1) Llntegrale/o W

converge si, et seulement si, « < 1ou (e =1et 5> 1).

+oo
(ii) L’intégrale / P converge si, et seulement si, « > 1ou (e =1et 8> 1).
2 “In

Démonstration : Remarquons que la fonction f, g définie par

1

Vt >0, fap(t)= ot

est continue et positive sur |0,1/2] et sur [2, +o0].

a—1
1. (i) Casl:a>1.Posonse = — Alors, par croissances comparées,

CtE|Int]f T tE  tsteo

1
fap () 0 <t1+5> qui est intégrable sur [2, +o0].

“+ o0
Donc / fa,p (t) dt converge.
2
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. -« . )
(i) Cas 2: a < 1. Posons ¢ = —5 Alors, par croissances comparées,

In” ¢ 1 In® In”
¢ t—o+oo 0, t1*5 tl—eqe lnﬂt fo"ﬂ ( ) t—+o00 o (fa,ﬁ (t))
+oo 1/2
et / i diverge d’apreés le critére de Riemann. Donc fa,p (t) dt diverge.
2

0
(i) Si =1, f1 g posséde une primitive sur [2, +oo[ définie par

[Int|*—# .
Vte 2400, Fipt)=4 18 SPAFL
In(|lnt]) sip=1

Alors,

BglétLierooFLg (t):+OO, ﬂ>1étEElOOF1”g (t):()

+o00
On en déduit que / fa,p converge si, et seulement si, « <1ou (a=1et > 1).
2

1
2. Soit a > 2. Alors, avec le changement de variable u = —,

1
It 2 1]’ “ g
/ " _/ ua—2 - du = / 7uﬁ
1 to‘|lnt|ﬁ a 5 w2—In’u

u
D’aprés (i), on a donc

In

ot
/ 5 converge <= 2—a>1lou (2—a=1et 3>1)
2 t*1n” ¢

<= a<lou (a=1letg>1)

Exemple 3.2 :

+o00
1 1
Etudions la nature de / f(t)dt avec f (t) = Vt? + 3tln (cos t) sin? (lt) La fonction f € C°, ([2, +o0]),
2 n
le seul point incertain est donc +oo. De plus,

1 1
In({cos~ | ——0", sin’(—)——0F, 12 + 3t —— +o0.
t) t=too Int /) t—+oo t—+oo
donc f est négative au voisinage de +o00. De plus, on a, pour ¢ au voisinage de +o0,
2 — —_ = ~
VEEst =14 T =t ro() o
) 1 (1 1 . 1 1 L+ 1 1
nlcos= | = ——+4o0 =——— 10 = ~
t 2t2 12 2t2 12 ) t—sto0  2t2’
o1 L[ S| N 1 1
sin“ — | =|—+o0o|— =—+4o0|—F ~
Int Int Int In?t In?t) t—+oo In?t’

0 !

t—+oo —9tInt

Q

=

La fonction ¢ +— ECYSRCR est négative au voisinage de +oo donc les intégrales associées sont de méme nature.
—2t1n

+oo dt +oo
Or / TorZ: converge (c’est une intégrale de Bertrand), donc / f (t) dt converge. &
2 — n 2
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2. Changement de variable

On peut faire des changements de variables sur des intervalles, & peu prés de la méme facon que sur des segments.

WThéoréme 3.3 Changement de variable

Soient —oco < o < B < +0o0 et I un intervalle non-trivial de R. Soit ® € C* (Ja, B[, ). Si f est continue sur [
et si ® est monotone, alors, en notant ® () = lirP(I) et ¢ () = %m o,
. 1

2(8) B
/ f (u) du converge <= / f(®(t))® (t)dt converge.
P () @

Si les intégrales convergent alors on a

@(b) 8
[ twa= [ @e)e @

@ (a)

On dit qu’on fait le changement de variable u = ® (¢).

Démonstration : Puisque ® est monotone, ® (o) = lir+nq) et (B8) = lfijm(I) existent toujours (dans R). Pour
o !

simplifier, supposons que ® est croissante. La fonction f est continue sur I donc sur |® (), ® (5) [. De méme,
par composition de fonctions continues, la fonction (f o ®) ®’ est continue sur ]a, 8[. Les intégrales sont donc
bien définies. f € C° (I) donc f posséde une primitive F sur I On a alors, pour tous = < y €]a, f]

2(y) y Yy
6 [ f@di=F@E)-F@@)= [ Fod) W= [ f@m)e o

C’est la formule du changement de variable pour l'intégrale sur le segment [z, y|. L’intégrale de gauche dans (*)
admet une limite quand y — [~ si et seulement si 'intégrale de droite en admet une, ce qui donne

(8) B
/ f (u) du converge <= / F(®(t) @ (t)dt converge.
P(x) T

On a évidemment de la méme maniére,

®(y) Yy
/ f (u) du converge <= / f(®(t)) ® (t)dt converge.
P(a) «

Si toutes ces intégrales convergent, on a, en passant a la limite dans (x),

@ (b) 8
[ twa= [ @)@

P(a)

Si @ est décroissante, (x) devient

2(y) o (z) y
[ r@di== [ fydu= (P @) - F@@)I = [ f@©) @)

@ () 2 (y)

On traite ici un cas particulier, ou f est continue et non plus continue par morceaux. On veillera donc simplement
a découper les intégrales suivant une subdivison adaptée pour se retrouver avec des fonctions continues.
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b

&En pratique, on aura plutot des intégrales du type / (¥ (u))du avec —oo < a < b < 400. On veut donc
a
pouvoir écrire (sous réserve de convergence des intégrale) :

b W (b) )
[rwea o [ o @y g

W(a)

Une condition suffisante pour effectuer un changement de variable est donc "® (resp. ¥) est un difféomorphisme
sur |a, A[ (resp. Ja,b[)".

& Un changement de variable peut changer une intégrale "classique" en une intégrale généralisée et vice-versa.
A condition de le remarquer, il n’y a aucun probléme d’intégrabilité.

Exemple 3.4 :

Déterminons la valeur de / du !

. Remarquons que la fonction f (u) est continue sur [—m, 7].

= 2+ cosu :2+cosu

Donc f (u) du converge. Alors, d’aprés les régles de Bioche,

/” du B /+°° 2t 2 /+°° dt 2 /+°° dz
.24 cosu t=tan(u/2) J_o, 3+t2 3 J_ t \2 a=t/v3 V3 Jooo 1+a%
1+ (%)

et toutes ces intégrales sont convergentes (tous les changements de variables sont des bijections C' sur les
intervalles considérés). On a donc

/7r du 2 farcta ]+Do 2
_—— = I 1 = —=.
_x2+cosu /3 Flo=—co V3

Exercice 3.5 :

T cosu

o Vu

+oo
2. En déduire la nature de / cos (2°) dx.

fg Reponse

1. Posons f :u+—>

1. Déterminer la nature de du.

st f €¢°(]0,+00]) donc il y a deux points incertains : 0 et +oo (on découpera donc
u

par exemple I'intégrale en 1).
Pour tout u €]0,1], on a |f (u) | < u™/2. La fonction u — u~1/? est intégrable sur ]0,1] d’apreés

1
le critére de Riemann, donc / f converge absolument (donc converge).
0

La majoration habituelle | cos| < 1 ne donne rien ici, on raisonne donc par IPP. On a, pour

tout a > 1,
“cosud sin w aJr/“ sinud sina . (1)+/a sinud
—du = | — —=du = ——= —sin —=du.
1 \/’lj \/ﬂ 1 1 2U3/2 \/Zl 1 2U3/2
o sinw
L’intégrale / 2Wdu converge absolument (encore une fois par le critére de Riemann) et
1 u
sina
lim =0.

a—+0o0 a
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—+oo
On en déduit donc que / f (u) du converge.
1

T cosu

o Vu

2. La fonction g : = +— cos (ajg) est continue sur R donc les deux points incertains sont —co et +o00. On
0

Conclusion :

du converge.

“+o0
sépare donc l'intégrale en / cos (%) du et / cos (2°) dz. En effectuant le changement de variable
0

— 0o

t = —z dans la premiére intégrale, on a

0 “+oo
/ cos (xz) dzx converge <= cos (t2) dt converge,

—69 = 0

+o0
donc il suffit de déterminer la nature de / g (z) dz. Par changement de variable v = 2%, on a
0

+ oo + oo
9 co
/ cos (:v ) dx converge <= du converge.
0 u=z? Jq 2\/6
+oo
D’aprés la question 1, / cos (%) dx converge.

— 00

Exercice 3.6 :

—+o0
Déterminer la nature de 'intégrale / e~ V® dx et déterminer sa valeur si elle converge.
0

ﬁ Reponse

Soit f : x> e V% f e (Ry) donc le seul point incertain est en 4+00. Remarquons que f est positive sur
R, . De plus, on a

22 f (1) —— 0, f(z)= = 0<1>.

72
—+oo
La fonction x — 22 est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1, +oo[ donc / f (z) dz converge
1

+oo
donc / f (z) dx converge. On a alors
0
o0 o0
/ e Vidy = 2/ te 'dt.
0 t=vz Jo
Pour tout a > 0, on a

t=0 t=0 a—+00

+oo +oo
Donc / e VIdr = 2/ te tdt = 2.
0 0

/te_tdt:[—te_t]a —|—/ e_tdtz—ae_a—&—[—e_t]af =1—(a+1)e* — 1.
0 0
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3. Intégration par parties

La régle & retenir est la suivante : on ne fait pas d’intégration par parties avec des intégrales généralisées.
Par exemple, dans le cas de fonctions continues par morceaux sur [a, b, on fera le changement de variable ou
lintégration par parties classiques sur [a, z] avant de faire tendre = vers b.

Exemple 3.7 :

La fonction t +— étant continue et négative sur |0, 1], on montre facilement par comparaison de fonctions

t)
Int . -1

5 converge. Les fonctions In et ¢ —
(1+1) 1

aucun sens d’écrire

L' Int —mt]t Y at
odt = —+ —_.
o (1+12) L+t], Jo t(d+1)
En effet, les deux quantités dans le membre de droite sont en fait des limites (d’une intégrale sur [z, 1] quand
x — 0) et les deux divergent. Pour traiter ce cas, on calcule, pour tout x €]0, 1]

1 1 1
Int —Int dt Inz 1 rlnzx
dt = = Int—In(14+1¢)] =—-In2+1In(1 — .
/m 1+ {1+t} +L A0 1re  Wt=m+D, =-m2+m{+o) -7

1
négatives que / r sont bien de classe C! sur 10, 1], mais ¢a n’a
0

x

En passant a la limite, on a alors, par croissances comparées,

1 1
Int Int
lim xlnx =0, / LQ: lim/ %dt:—lnz
z—0 o (1+1) -0 J, (1+12)

Exemple 3.8 :

+o0
Calculons de deux maniéres différentes 'intégrale / sinte2! dt.
0

Méthode 1| Soit f : ¢+ sinte 2%, f € C° (R, ), donc le seul point incertain est +oo. Alors
+oo
If ()| < e 2, / e 2! dt converge.
0
Donc f est intégrable sur R . De plus, pour tout = > 0,
t=

xT T
/ sinte 2t dt = [f coste*Qt]x 0= 2/ coste 2 dt
0 0

T
—_ . — xT . —
=1—cosze **—2[sinte Qt}t:O—ll/ sinte " dt
0
1 —cosze 2% —2sinze 2"

= 5 ,

donc

+oo 1 —cosxe 2 _2sinze2* 1
/ sinte 2tdt = lim = —.
0 T—>400 5 5

Méthode 2 | Notons g : ¢ — e(=2¥Dt On a alors f = Im (g) et f,g € C°, (Ry). On sait que g est intégrable sur

Ry, car R(—2+4 i) = —2, donc f est aussi intégrable sur R,. De plus, une primitive de g sur ]0, +oo] est
1 - 241 .
= — (72+2)t = —— (72+2)t 1 =
VteR, G(¢) 51 g e , th? G(t)=0.
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On en déduit que

A+wg@ﬁﬁ: lim G () —G(0) = 21, A+wf@ﬁﬁ:1m<ﬁ+wg@d0::;

t—+o0 5

¢

Dans l’exemple précédent, on remarque que le calcul dans C fournit une primitive évidente et occasionne
beaucoup moins d’erreurs de signes.

& Formellement, on pourrait écrire

i +oo oo
/ sinte” 2 dt = [f coste 2" —2sint e2t] 0o 4/ sinte” 2 dt,
0 0

en prenant la limite dans le terme entre crochets. Néanmoins, cela reste dangereux car on ne s’assure pas
de Dexistence des quantités manipulées (intégrales, limites. ..) Il existe des théorémes permettant de faire des
intégration par parties sur des intervalles, mais ils sont délicats & manipuler et n’offrent pas de réel gain de
temps ou de calculs.

4. Intégrale de fonction oscillante

Soit f € €2, (a,b[,R) avec a < b < +oo. On dit que f est oscillante si son signe n’est pas constant au voisinage
de b. On ne peut alors utiliser aucun théoréme de comparaison de fonctions de signe constant. Par exemple :
e La fonction x — cosx est de signe constant au voisinage de 0 mais oscille en +oo.

. 1 . . . . .
e La fonction x — cos — est de signe constant au voisinage de +o0o mais oscille en 0.
x

Question : que faire si 'intégrale d’une fonction oscillante n’est pas absolument convergente ?

Exercice 3.9 :
On appelle intégrale de Dirichlet l'intégrale / %dt.
0

1. Montrer que l'intégrale de Dirichlet converge.
2. Montrer que l’intégrale de Dirichlet ne converge pas absolument.

ﬁ Reponse

. sint . . . .
Remarquons que la fonction f : ¢t — — est continue sur |0, 4+o00[. Il y a deux points incertains : 0 et +oo.

1
Tout d’abord, la majoration standard |sin| < 1 ne donne rien car ¢ — = n’est intégrable ni sur ]0, 1] ni sur
[1, 4+o0].

1. Montrons que l'intégrale est convergente.
(a) f est positive sur |0, 1] et, pour tous z,y €]0, 1],

Y sint Yt !
/ﬁﬂmg/fﬁg/ﬁ:L
$t a:t 0

1
Donc/ f (t) dt converge.
0
(b) Pour tout = > 1 on a

T sint t]” T cost T cost
/ sin . _cos - / cos g — cos1 — cosT / cos -
1 t t =1 1 t2 T 1 t2
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. cos T
On a lim
r——+0o0 X

T cost
= 0. Etudions donc la nature de / 2 ——dt. On a
1

ofz)

1
La fonction t — 2 est continue, positive et intégrable sur [1, +oo[, d’aprés le critére de Riemann.

cost
t2

1
?7

cost

< 2

—+oo
cos
Donc / t—dt converge absolument, donc converge. Donc
1

. COS T * cost X . * sint
lim (cosl— — ——dt | existe et est finie, ——dt converge.
T—+00 T 1 2 1 t

+oo 1
sint
Donc / Tdt converge.
0
2. On a, pour tout n € N*,

2nm 2k 2km—1
| sin t| / | sin t| /
—dt > g —dt > g sin tdt
/1 2kﬂ— 2

k—1)m (k—1)m

cosO—cosw 1 1
Zm/ sinta =3 i—gzg

1 k=1

n

. ) 1 °° | sint| )
Or on sait que lim E — = +00. Donc dt diverge.
n—+oo P k 0 t

5. Fonctions continues sauf en un nombre fini de points

%Déﬁnition 3.10

An
Soit n € N* et f € C® (U ]a;_1,a;[,K) avec —0o0 < ag < aj < -+ < a, < +00. On dit que / f converge

ao

a;
si / f converge pour tout i € [1,n].
a;—1

& Quelle est la différence entre une fonction continue par morceaux et une fonction continue sauf en un
nombre fini de points ?

Exercice 3.11 :

2t
Déterminer la nature de /

PRV
gkéfw'dsa

Notons

1 1
frte o = 1/3 /3"
t2—-1 (-1 (t+1)

La fonction f est continue sur R \ {—1,1} comme composée de fonctions continues sur leurs domaines de
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définition. Il y a deux points incertains : —1 et 1. Puisque f est paire, on va juste étudier la nature des

2 1
intégrales / f (@) dt et / f (@) dt.
1 0

Donc

Donc

III. INTEGRALES GENERALISEES EN PRATIQUE

e Sur |1,2], d’aprés le théoréme du changement de variable avec uw =t — 1,

/2 dt converge —— 1 du converge
Vi —_—— Vi o
1 (t=DY3 @+ )3 0 ul/3(u+2)"3

Or

1 1 " 1
/B (u—|—2)1/3 u—0t+ 21/3 7 y1/3

2
qui est positive et intégrable sur ]0,1] d’aprés le critére de Riemann. Donc / f converge.
1

e On effectue le changement de variable u =1 — ¢ sur [0, 1] :

1 1
dt d
/ 73 i/3 converge < / —ul/3 converge.
o (t—=1)""(t+1) 0 —ul/3(2—u)

1
Par comparaison de fonctions négatives, cette fois, / f converge.
0

converge. De plus, par changement de variable u = —t,

/2 dt
o vtz -1

/2 dt /0 dt
——— converge <—> ——— = converge.
0o vtz —1 . o Vt2 -1 .

converge.

/2 dt
V21

6.

Plan d’étude

b
Comment déterminer la nature de / f?
a

0.

==

On vérifie que la fonction f est bien continue (ou continue par morceaux) sur |a, b[, sauf éventuellement

a;
en un nombre fini de points. Auquel cas, on se raméne & étudier plusieurs intégrales du type f-On
Qa;—1
étudie aussi la parité de f pour réduire le domaine d’étude.
Si a ou b sont finis, on vérifie s’il y a un probléme : on se demande si lir+nf ou lim f sont finies.
a b—

On découpe 'intervalle en ]a, c] et [c, b et on traite un probléme a la fois.
Si possible, on détermine une primitive F' de f et on étudie liElF et lfi)m F.
. 1

Sinon, on considére |f] :
(a) Si possible, on trouve un équivalent simple de f dont on connait I'intégrabilité sur ]a, b[.
(b) Sinon, on essaie de comparer |f| & une fonction simple dont on connait 'intégrabilité. Dans le cas
classique a = 0,b = +00, on pourra étudier ¢” f (t) pour utiliser le critére de Riemann.

. Sinon, on essaie de se ramener a une autre intégrale plus facile a étudier par IPP ou CDV.

<;
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A connaitre a la fin du chapitre

Intégrales de référence

e Connaitre (et reconnaitre) les intégrales de Riemann ou de Bertrand.
o Connaitre des exemples (et les méthodes) d’intégrales semi-convergentes.
e Connaitre des contre-exemples aux relations de comparaison.

Fonctions positives

e Déterminer la convergence (ou I’absolue convergence) d’une intégrale & ’aide d’un équivalent, d’une ma-
joration, ou de relations de comparaison.

Méthodes d’intégration

e Effectuer un changement de variable ou une intégration par parties pour déterminer la nature et/ou la
valeur d’une intégrale.
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CHAPITRE 13

SERIES NUMERIQUES

La notion de série a été briévement introduite dans le chapitre sur les suites. La grande question est "une somme
n

avec une infinité de termes est-elle finie ?". Puisque la quantité d’intérét est 'incrément (le u,, dans Z ug), cela
k=0

lie d’emblée la notion de série (sur [0, +oo[) & celle d’intégrale (sur [0, +o0]). C’est pourquoi les deux chapitres

suivants sont des pré-requis fondamentaux :

e Suites numériques
e Intégrales généralisées

Dans tout ce chapitre, K =R ou C.

I Généralités sur les séries

1. Définition

WDéﬁnition 1.1 Série
Soit (Un),en € KN une suite & valeurs dans K. On appelle série de terme général u,, la suite (S,,) définie
par

neN

N
YNEN, Sy=) un.
n=0

On note (Sn),cny = Z Uy Pour tout n € N, on appelle u,, le terme général ou le terme d’indice n de la série

n
Zun et le nombre Sy est la somme partielle d’indice N de la série Zun
n n

\ J

Remarque 1.2 :

e Comme pour les suites, on pourra bien évidemment définir une série & partir d’un certain rang ny € N.
e Une série est, par définition, une suite (c’est juste une suite un peu particuliére, qu’on étudiera avec des

outils un peu particuliers).
7o)
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N 400
e Attention & ne pas confondre la série E U,, la somme partielle E u, et la somme de la série E Up,

n n=0 n=0
(lorsqu’elle existe).

¢

Exemple 1.3 :

La série Z n? est une série définie a partir du rang n = 1, de terme général n?, dont la somme partielle vaut :
n>1

N
N(N +1)(2N +1
YN>1, ) u, = (V41 +).
n=1

6

¢

Exemple 1.4 :
On a évidemment déja rencontré des séries sans le dire. Une suite arithmétique est un exemple de série dont le
terme général est constant. &

Dans la suite, sauf mention contraire, (u,) € K" est une suite et on note (S,), cy = Zun la série de terme

n
général u,,.

& Il est crucial de comprendre qu’une série est une suite. Réciproquement, on peut étudier une suite en tant
que série :

n—1

Vn €N, un=u0+Z(uk+1—uk).
k=0

Il faudra savoir passer de suite & série et inversement.
2. Séries de référence

Dans cette partie, on introduit quelques séries de référence. Soit E Uy, une série & valeurs dans K et on note

n
SN sa somme partielle d’indice N.

& Si la suite commence au rang 0 alors la somme partielle Sy posséde N + 1 termes.

WDéﬁnition/Proposition 1.5 Série arithmétique
On dit que Z u, est une série arithmétique si (u, ) est une suite arithmétique, c’est-a-~dire s’il existe (ug,r) €
K? tel que !

VneN, Upp1=un+7r, U, =ug+nr

Dans ce cas,

N(N+1)

VNeN, Sy=NO+1u+ 5
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WDéﬁnition/Proposition 1.6 Série géométrique
On dit que Zun est une série géométrique si (u,) est une suite géométrique, c’est-a-dire s’il existe ug €
K,qg e K\ {lftels que
Yn €N, Upi1 =up Xq, U, =1ug X q".
Dans ce cas,

1— N+1
YN eN, Sy=u—3I

1—gq

Démonstration : Soit N € N. En reconnaissant une somme télescopique, on a alors
N N
(1 _Q)an — Z (qn _qn+1) =1 _qN+1.
n=0 n=0

On en déduit que

1— qN+1

N
anzi SN=U071_qN+1
n=0 l-q l—q

WDéﬁnition 1.7 Série exponentielle

On dit que Z u, est une série exponentielle s’il existe z € K tel que
n

n

VneN, wu,= z—.
n!
Dans ce cas,
N n
VN €N, SN:;M.

On rappelle que 0! = 1 par définition. On remarque que, de maniére informelle, il s’agit du polynéme de Taylor

apparaissant dans le développement limité de ’exponentielle.

\

-

WDéﬁnition 1.8 Séries de Riemann'et de Bertrand®

On dit que Zun est une série de Bertrand s'il existe (a, ) € R? tel que

n

1

Vn>2, U,=——7"
- " peln®n

On dira que g Uy, est une série de Riemann dans le cas particulier ou 8 = 0 (dans ce cas on peut la considérer

n
a partir du rang ng = 1).
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WDéﬁnition/Proposition 1.9 Série télescopique

On dit que Zun est une série télescopique s’il existe (a,) € KN tel que

n
VneN, u,=ant1 — an.

Dans ce cas,

VNEN, SN:CLN+170,0.

Enfin, quelques cas particuliers :

. . . 1 . .
o La série harmonique est la série E — (c’est la série de Riemann correspondant & oo = 1).
n

§ (-1 (-1

n ' n+1"

parfois aussi E

e La série harmonique alternée est la série E
n n

3. Convergence d’une série

WDéﬁnition 1.10 Somme d’une série

Soit E Uy, une série & valeurs dans K. On dit que la série E u, converge si la suite des sommes partielles

n

n
N
(Z un> admet une limite finie (lorsque N — +00). On appelle alors somme de la série le nombre
n=0 NeN

N

400

U, = lim E Uy -
Z " N—+oo "
n=0 n=0

Sinon, on dit que la série E uy, diverge.

n

\

1l s’agit de 1’équivalent de limite pour une série. On parle de "nature" de la série (convergente ou divergente).

Exemple 1.11 :
N(N+1)(2N +1
En reprenant ’exemple précédent, ZnQ diverge car lim W+DEN+1) = +00. &

N—4+oco 6
WProposition 1.12

Soit Zun une série. Soient ng < ny; € N. Alors

n

n

-

E up, converge <— E un converge

n>ngo n>ni

1. Berhard Riemann (1826-1866) : Mathématicien allemand.
2. Joseph BERTRAND (1822-1900) : Mathématicien frangais.
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Si ces séries convergent, alors on a

“+00 ni—1 “+00
E Up = E Uy + g U -
n=ngo n=ngo n=ni

Autrement dit, les séries Z U, et Z u, sont de méme nature : c’est I’équivalent de la relation de Chasles
n>ngo n>ny

pour les intégrales. On remarquera aussi qu’on ne modifie pas la nature d’une intégrale en changeant un nombre

fini de termes.

I N

W Proposition 1.13

Soient ug, q,r,x € K, ¢ # 1. Alors :

(i) La série arithmétique Z(uo + nr) est convergente si, et seulement si, ug = r = 0. Dans ce cas,

n
+oo
Z un, = 0.
n=0
(ii) La série géométrique Z upq" est convergente si, et seulement si, ugp = 0 ou |g| < 1. Dans ce cas,

n

0
—q

+oo

D tn =
Up =

n=0 1

(iii) La série télescopique Z (an+1 — ay) est convergente si, et seulement si, la suite (a,) est convergente.

n
Dans ce cas,

+oo
Z uy, = lim (ay,) — ag.
n=0

Démonstration : (i) Sir #0, alors

NZ|r| : :
[Sn|  ~ ) lim |Sy|=+o0, (Sn) diverge.
N——+oco

n—-+o0o 2
Sir=0etuyF#0, alors

~ N i = i .
‘SN|N—>+00 luol, N_l)r_r&@|5M +oo, (Sy) diverge

Si ug =19 = 0 alors (Sy) converge.
(ii) Siwug =0, (Sn) est convergente. Si ug # 0, alors

YN >0, Sy=-—0 _ "0  Ni1
l—q 1-—g¢
Donc
(Sn) converge <— (qN'H) converge < |q| < 1.
Dans ce cas, ona lim ¢¥T'=0donc lim Sy = 4o
N —+oc0o N—+oo 1-— q

(iii) Evident.
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& Remarquons qu’étudier la nature d’une série télescopique revient & étudier la nature d’une suite (et in-
versement). Les séries télescopiques sont le moyen principal d’utiliser des outils de séries dans le cadre des

suites. 3

La convergence des séries exponentielle, harmonique, harmonique alternée, de Bertrand et de Riemann étant

moins élémentaire, on verra cette étude un peu plus loin dans le cours.

-

WProposition 1.14 Propriétés des séries convergentes

Soient (u,), (v,) € K.

n

“+o0 +o0 —+o0
Z(x\un—i-;wn) = )\Zun—i-qun.
n=0 n=0 n=0

“+ o0
(ii) SSK=R et Vn € Nu, >0 et Z u, converge, alors Z u, > 0.

n=0
+oo +oo

n=0 n=0

(iv) Si K= C, alors

— E u, converge.

n

E un converge <—

n

{Zn Re (u,) converge

>, Jm (uy,) converge

Dans ce cas, on a

400 400 +00 400 +oo
Zunzzme(un)Jriij(un), Zun:ZHn
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

(i) Si Zun et Zvn convergent, alors, pour tous A, u € K, Z (Auy, + pv,,) converge et
n n

(iii) SiIK=R et Vn € N,u, <wv, et Z Uy, €t Z v, convergent, alors Z Uy < Z Up,-
n n

Démonstration : Ces résultats sont des propriétés déja vues dans le cadre des suites, mais appliquées aux

sommes partielles.

On notera que, si Z u,, converge et Zvn diverge, alors Z (un, + vy,) diverge (évident par ’absurde).

n n n

O

& Evidemment, on ne peut rien dire de la combinaison linéaire de deux série divergentes. En effet, si E Up,

est une série divergente, alors E (un — uy,) est constante égale a 0, donc convergente.

n

Exercice 1.15 :

. . 1
Aprés avoir montré que la série g T converge, calculer sa somme.
n?+n
n

3. La réciproque est vraie aussi, mais moins utilisée en pratique.
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fgaéfousc
Pour tout n > 1, on a
11 1 1
n24+n nn+1l) n nt+l
La série Z ; est donc une série télescopique. Puisque la suite l converge, alors Z ! est une
nn2+n pilque. q n ge, nnz—l—n
série convergente. De plus, on a pour tout N € N*,
N N
1 1 1 1
= — = =1—-—— —1
D N e R
n=1 n=1
+oo 1
D =1.
e
n=1
%

WDéﬁnition 1.16 Reste

Soit Z u, une série convergente. Pour N € N, on définit son reste d’indice N :

n

+o0 N +o00
Ry = g Up — E Up = g Up.
n=0 n=0 n=N-+1

& On parle de reste uniquement dans le cas d’une série convergente, sinon cela n’a strictement aucun sens.
—+oo —+o0

Dans ce cas, les deux sommes E Uy, €t E u,, sont bien définies.

n=0 n=N+1
WProposition 1.17

Soit E U, une série convergente. Alors la suite des restes de E Uy, converge vers 0.

n n

Exemple 1.18 :

N+1
Le reste de rang IV de la série géométrique Z q" est (i . &
n
%Proposition 1.19
Soit Zu" une série. Alors
n
Zun converge = lim wu, = 0.
n—-+oo
n
@D
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1
& La réciproque est fausse!!! On sait (ou on reverra bientdt) que la série harmonique Z — diverge, mais
n

n

. 1
lim —=0
n—+oo n
N
Démonstration : Soit Z Uy, une série convergente. Notons pour N € N, Sy = Z u, la somme partielle de
n=0

n
la série. Par définition, (Sn) et (Sy_1) convergent vers la méme limite. Donc

n—1

n
Uy = E U — g up =8, — Sp,_1 —— 0.
n——+oo
k=0 k=0

WDéﬁnition/Proposition 1.20 Divergence grossiére

Soit (u,) € K™ Si (u,) ne converge pas vers 0, alors la série Zun diverge. On dit que Zun diverge
n n
grossiérement.

Exercice 1.21 :
Soit a € Ret f € C2, ([a, +oc[). La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?

—+oo
/ f converge = lim f(x)=0.
a Tr—r—400

fg Reponse

La proposition est fausse. En effet, on peut construire une fonction dont la limite en 4+o0c n’existe pas mais
qui sera intégrable sur [a, +oo[. Posons a =1 et

+oo
Vo € [1, -i-OO[7 f (.’I}) = Z Il{n<:r<n+1/n2}-

n=1

La fonction f est une fonction en escalier positive sur tout segment [1, N] avec > 2, et on a

N N N N N N n+i2
/ f(z) dz :/ Z]l{n<.’t<n+1/n2}dx = Z/ Linco<nt1/n2yde = Z/ dx
1 1 p=1 n=1Y1 n=1v"
= —.
n=1 n

1 oo
On sait (ou on reverra bientodt) que la série E — converge, donc / f () dz converge.
n 1
n

\ J

Exercice 1.22 :

Montrer que la série Z ng" converge pour tout ¢ €] — 1,1 et déterminer sa somme.
n>1

Indication : on pourra étudier d’abord la série Z ng™ L.

n>1
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fg Réponse

Soient ¢ €] —1,1[ et N € N. On a

iv: N 1— qNJrl
=——"
n=0 1- q
N 1— qN+1
Les fonctions g — Z q" et ¢ — T sont dérivables pour tout g €] — 1, 1] et on a donc
—q
n=0
al n—1 __ 1 (N+1) qN _NqN+1 . (N+1)qN _NqN+1 _
Z o] - 2 + 2 ) lim D) - 07
ot (1-4q) (I—q) WA (1-q)

donc g ng" ! converge et
n

_ 1
(1-q)*

nqn—l _

[M]8

Il
—

n

On en déduit que Z nqg" converge et

n

Z q
’[’an = —
n=1

(1-q)°

II Séries & termes positifs

Par définition, on ne sait montrer qu’une série converge qu’en calculant explicitement sa somme partielle puis
en étudiant sa limite. Ce calcul explicite n’est souvent pas possible en pratique.

Comme pour les intégrales généralisées, un cas trés favorable pour étudier la nature d’une série est quand le
terme général est positif (ou de signe constant).

1. Somme d’une série & termes positifs

s N

W Théoréme 2.1

Soit Z uy, une série a termes positifs. Notons (5S,,) la suite des sommes partielles. Alors

n

Zn converge <— dM >0,Vn e N, S5, < M.

—+oo
Dans ce cas, on a alors E Uy, = Sup Sp.
n—0 neN

\ J

4. En pratique, on ne sait pas non plus déterminer une primitive de ’'intégrande dans une intégrale généralisée en général.
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Démonstration : Pour tout n € N, S;,11 — S, = up41 > 0 donc (Sy,) est croissante. D’aprés le théoréme de
la limite monotone, (S,,) converge si, et seulement si, elle est majorée. Si c’est le cas, on a

n—+oo neN

“+o0
Z Up = lim S, =supS,.
n=0

W Corollaire 2.2

Soient Z Uy, et Z v, deux séries & termes positifs vérifiant 0 < u,, < v,, pour tout n € N. Si Z vy, converge,
n n n
alors Z Uy, converge et

n

+oo +oo
0< Z Uy < Z Up, -
n=0 n=0

2. Comparaison série/intégrale

Ce paragraphe est fondamental. Nous allons voir le lien précis entre intégrale et série, et savoir comment passer
de 'une a 'autre. On pourra également déduire la nature de plusieurs séries a l’aide d’intégrales de référence.

N N
L’idée est de comparer une série du type Z f(n) avec / f(t)dt.
no

n=no

WThéoréme 2.3 Comparaison série/intégrale

Soit ng € N, et soit f € C2, ([ng, +00[). On suppose que f est positive et décroissante. Alors :

—+oo
(1) / f converge si, et seulement si, la série Z f (n) converge.
n,

n

(ii) Si Zf (n) diverge, alors

N

N
> s [ rwae

n=ngo
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Démonstration : Soit n > ng. Remarquons que Z f(n)

n

donc, pour tout n € [ng + 1, NJ,

AMUUﬁ<f <[ rwa

En sommant, on obtient

/ F)dt < f(N
oSi/:OO
S f) <fm)A

n=ngo no

donc Z f(n)
o Si /+OO

/f dt<Zf

n=ngo

/f dt<Zf ) < f(no)

n=no
f (t) dt converge, alors

+oo

F(b)dt

est majorée, cette série converge.

donc l—lg-loo Z f(n) = 400, donc Zf (n)
n=ng n
X ) f (o)
=" N = N
I I p )t
Par le théoréme des gendarmes, on a
N N N
lim 72” n S (M) _ Y fn)  ~ /
n—-+00 fno f ) il N—+oo Jpo

II. SERIES A TERMES POSITIFS

est une série & termes positifs. f est décroissante

o

N
f () dt diverge, alors lim / f(t)dt = o0, et
N —+o00 no

diverge. On a alors

(b dt.

O

Ce théoréme est trés utile. Mais surtout, il faut savoir appliquer la méthode. Le point important est de considérer
une fonction monotone ! On peut avoir de nombreux renseignements sur une série en étudiant I'intégrale associée :

équivalent de la somme partielle, du reste, etc. Par contre,
“+o0

général, de calculer la somme Z f(n).

n=no

la comparaison série/intégrale ne permet pas, en

Théoréme 2.4 Critére de Riemann®

Soit o € R. Alors

1
Z — converge <= a > 1.
na

n
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Démonstration : e Si a <0, alors Z uy, diverge grossiérement.
n
e Si o> 0, la fonction f, : x — ™% est continue, positive et décroissante sur [1, +oo[. Par le théoréme 2.3,
et d’aprés le critére de Riemann (pour les intégrales),

1 oo dy

E — converge <= — converge <= «a > 1.
n< 1 e

n

O

. . . 1 L .
& Si 'on sait que les séries E — sont convergentes pour a > 1, ¢’est une autre histoire de déterminer leur
n

n
somme. Par exemple,

n:1n2_ 6"

1l s’agit du probléme de Bale, dont la démonstration est I'un des premiers coups d’éclat d’Euler. La démonstration
la plus rapide fait intervenir les séries de Fourier.

Exemple 2.5 :

1
Soit o € R, on pose pour tout n € N*, u,, = —. Si a > 1, on peut donner un équivalent des restes de g U, -
n
n
Si a <1 on peut donner un équivalent de la suite des sommes partielles de E U, . Notons

n

N “+o0
1 1
faix—xz™% VN eN* SN:E —, Rn= E —a(sia>1).
n:ln n=N+1n

1. fa est bien continue, positive et décroissante sur [1,4o00[. En reprenant les inégalités obtenues
dans la preuve du théoréme 2.3, on a, pour tout N € N,

+o00 +oo +o0
/ dr %S(N—l—l)_a—&-/ do

¥ n 2o’
N+1 RN 1 N+1

toutes ces quantités étant convergentes. On a donc

N 1 -« Y N 1 -«
QSRNS(N‘F:U +¢'
a—1 a—1
On a
N+ 1) o (NP Nl-a
W7 e DT e
a—1 N—+400 a—1 N—o+oo a— 1
Donc
1—a _a 1—a
e P S R
Ni—o = Ni-a = Ni—o .
a—1 a—1 a—1
D’aprés le théoréme des gendarmes,
) RN Nl—a
Ngrilooiﬁ_l’ Ry N—)m:&-oo a—1"

a—1

5. Bernhard RIEMANN (1826-1866) : Mathématicien allemand.
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1
2. Dans ce cas, a < 1 donc Z v diverge. Puisque f, est décroissante, on peut utiliser direc-

n
tement le théoréme de comparaison série/intégrale énoncé plus haut :

/N de N 1 XN: 1 Nl-e
1 2 l-—a 1-a’ Zn% Noteol-a’

3. Comme pour le cas 2, mais f, n’admet pas la méme primitive :

Z n N~>+oo ni.

4. La fonction f, est croissante, donc on ne peut pas appliquer tel quel le théoréme 2.3. Par contre,
on peut refaire la méthode directement. Puisque f, est croissante on a, pour tous 1 <n < N,

/ fasnas/: far 1+/ fa<Zna_/N+1

Donc

Comme dans le cas 1, on peut utiliser le théoréme des gendarmes® pour montrer que

Nl—a
Z ne N—>+oo 1—a’

¢

On remarque donc que le théoréme de comparaison série/intégrale est plus qu’un résultat utile, c’est une
méthode utile pour obtenir des équivalents de sommes partielles ou de restes. Il faut donc savoir mettre en place
la méthode pour conclure au cas par cas.

Exemple 2.6 :
On va montrer que Z e~ " est convergente. Par comparaison série/intégrale, puisque la fonction z — e

n

7 est

—+o0
continue, positive et décroissante sur [1,4o00[ et que / e~ % dx converge, alors la série E e~ " converge. En
1

n
revanche, on ne peut pas trouver un équivalent de son reste avec cette méthode. En effet, on a

+o0 +00 +oo
/ etdt< Y e <e (NFD +/ e tdt,
N+1 N1 N+1

donc

e~ (N+1) <Ry < 2o~ (N+1)

+oo
Le probléme vient du fait que f (N + 1) est ici du méme ordre que / f (t) dt. Pour obtenir un équivalent,
N+1
on considére cette série comme une série géométrique :
1 — e~ (N+1) o (N+1) N
—e ! 1—e ! Notooe—1
n=N+1
1 . ., ) . . fi i
Or 1T o1 ~ 1,58, ce qui est cohérent avec 'encadrement trouvé par comparaison série/intégrale. &
—e

6. Avec des limites, jamais avec des équivalents!
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3. Comparaison de séries a4 termes positifs

Comme pour les intégrales généralisées, on ne peut pas toujours conclure sur la nature d’une série directement.
Par contre, en la comparant & une série & termes positifs dont la nature est connue ou plus facile & déterminer,
on va pouvoir conclure.

WThéoréme 2.7 Comparaison de séries & termes positifs

Soient Z Uy, €t Zvn deux séries & termes positifs. Alors

n n

(i) Siup W Un alors

Zun converge <= Zvn converge.
n n
(i) Stu, = O/(v,) alors
n—-+oo
Z vy, converge = Z Uy, converge.
n n
(iii) Siu, = o(v,) alors
n—-+o0o

E v, converge = E un converge.
n n

C’est exactement le méme théoréme que pour les comparaisons de fonctions positives! La preuve est donc un
simple copié-collé.

Démonstration : Par définition, il existe ng € N et M > 0 tels que
Yn > ng, U = |ug| < Mo, | = Mu,.

Donc, pour tout N > ng,

N no—1 N no—1 N nog—1 +oo
g Up = Uy + E Uy < E Uy, + M E Uy < E Up + M E U,
n=0 n=0 n=ngo n=0 n=no n=0 n=ngo

Donc E Uy, est une série & termes positifs bornée, donc convergente.

n
Si u, ~ L Un alors u, = O (vy,) et v, = O (uy). Les séries ont donc méme nature.
n——+00

(1) | Si uy = 0 (vy) alors u, = O (vy,). O

Comme pour les intégrales généralisées, ce théoréme se généralise facilement :

e aux séries A termes positifs & partir d’un certain rang;
e aux séries a termes négatifs (éventuellement & partir d’un certain rang).

Exercice 2.8 :
Le théoréme de comparaison des séries & termes positifs reste-t-il vrai si on ne sait pas déterminer le signe de
(un), mais que (vy,) est positive ?
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fg Réponse

Oui pour le point (i)! En effet, il existe (h,) € K" telle que

Yn eN, wu, =uv,h,, lim h, =

n—-+oo

Donc

dng € N,Vn >ng, h, >0, u, >0.

Pour les points (i7) et (#i7), on aura besoin de la notion de convergence absolue, vue un peu plus loin.

On pourra aussi utiliser les points (i) et (ii¢) par contraposée pour montrer qu’une série diverge :

{g =0 (Un) = Zvn diverge.

,, Un diverge

Exemple 2.9 :
1

Quelle est la nature de la série E (1 — cos ) ?70n a
n

n

Lot 1 . 1 1
s = 5,2 702 cos ) o~ o
X 1 o . .
De plus, pour tout n € N*, cos — 6]0 1[ donc Z 1-— cos — et Z sont des séries a termes positifs. Puisque
2n2
n
1 . . s 1
Z —— converge par le critére de Riemann, on en déduit que Z 1 — cos — | converge. &
— 2n2 — n

Proposition 2.10 Développement asymptotique de la série harmonique

Il existe v € R tel que

=InN+~v+o0(1).

=
S|

~ est appelée constante d’Euler, et vaut v ~ 0, 58.

1
Démonstration : Notons u, = — et Sy la somme partielle d’indice N de Zun On a déja montré (par
n

n
comparaison série/intégrale) que Sy ~ In N. On va pousser le développement asymptotique un cran plus loin.

Pour cela on pose vy = Sy —In N. On veut montrer que (vy) converge. On a

— = In(N+1 lN—i In(1
UN4+1 —UN =Un+1 —In (N +1)+1n N n(-i-N)

1 1+ 1
~ N+1 N 2N2 2N2 N2

1
N—T—/!—oo - 2N2
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Par comparaison de séries & termes négatifs et critére de Riemann, la série E (vn+1 —vn) converge. Cette
n

série est télescopique, on en déduit donc que (vy) converge vers une certaine limite, notée . Donc pour tout
N e N*,
N
vy = v4o(1), — = InmN+~v+4+0(1).

N—+o0 n N—+oco
n=1

Théoréme 2.11 Critére de Bertrand”

Soient «, f € R. Alors

by

n

a=1

g>1

7 converge <= a > 1 ou
n® (Inn)

Pas de grosse nouveauté par rapport au critére de Bertrand pour les fonctions. La seule différence est qu’on ne
peut plus exhiber une primitive dans le cas a = 1...

Démonstration : La fonction f: z — est positive et dérivable sur [2,4o00[ et

2o In” 2
B+ alnx

> "(2) = ————.
vez2 = ot Inf g

e Casl:a>00u (¢ =0et S8 >0). Posons ng = FE (max (2’67/3/&)) +1. La fonction f est donc continue,

décroissante et positive sur [ng, +o00[, on peut donc appliquer le théoréme de comparaison série/intégrale :

1 too dw
Z ———— converge <= ———— converge <= a>1lou (a=1let §>1).
ng

—~ n® In’n z1n”

e Cas2:a<0ou(a=0,5<0). Alors, Z diverge grossiérement.

n

ne (Inn)”

4. Critére de D’Alembert

Le théoréme suivant ne posséde pas d’équivalent pour les intégrales, et s’avére bien pratique dans de nombreux
cas que ’on verra ensuite.

I N

WThéoréme 2.12 Critére de D’Alembert®

U
Soit Z u,, une série & termes strictement positifs. On suppose que lim —= = ¢ € R, U {+o0}. Alors :

n—+oo U
n n

(i) Si ¢ <1 alors Zun converge.

(ii) Si¢ > 1 alors Zun diverge.

7. Joseph BERTRAND (1822-1900) : Economiste et mathématicien frangais.
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1-¢
Démonstration : (i) Si £ < 1, notons ¢ = —5 Alors il existe ng € N tel que

un+1 un+1

Vn > ny, <f+e=1-c¢.

_6’ §€7

n mn

On a donc un produit télescopique : pour tout n > ng,

n—1
Unp, Uk+1 n—ng Ung n
il <(l-¢ U 1—-¢
o IJ WS- S e (1)
Posons v,, = (lu% (1- 5)". Alors les séries E Uun et E v, sont & termes positifs et la série E Up,
—€

n n n
converge. En effet, c’est une série géométrique de raison 1 — e €]0,1[. Donc par comparaison des séries a

termes positifs, Z Uy, COnverge.
n
(if) Si € > 1,1l existe ng € N tel que

Up+1
Vn € N7 L Z la Un+1 2 Unp -

Un
La suite (u,) est donc croissante & partir d’un certain rang, et puisqu’elle n’est pas identiquement nulle,
elle ne converge pas vers 0. Donc Zun diverge grossiérement.

n

O
&Si ¢ =1, on ne peut pas conclure. En effet,
1
lim s} =1 Zl diverge lim DT g Zi converge
n—-+o0o 1 ’ n 8% n—-+00 % ’ n2 8-
n n n n
Exemple 2.13 :
Déterminons la nature de Zun avec
n
1
)
La série Z Uy, est & termes strictement positifs. On a, pour tout n € N,
n
w _ () _ @ +DY _ (nt1)? 1
Up ) @n+2)!(n)? (2n+2)(2n+1) notoo 4
D’aprés le critére de D’Alembert, la série Z Uy, converge. &

n

Exercice 2.14 :
Soit a > 0. Etudier la convergence de la série Z <§> a”.

n

8. Jean-Baptiste le Rond D’ALEMBERT (1717-1783) : Philosophe et mathématicien frangais.
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fg Réponse

Posons u,, = (3) a”™ pour n € N. La série Z u, est & termes strictement positifs et
n
(ng—l) g+l n+1

VneN, Zntl_ = a
’ Uy, (g)a” n—2 n—too

e Sia > 1, d’aprés le critére de D’Alembert, Z uy, diverge.
n
e Sia < 1, d’apres le critére de D’Alembert, Z Uy, CONverge.

. n
e Sia=1,0na

VneN, 41 = n_2un > Uy,

La suite (u,) est croissante, donc E u, diverge grossiérement.

n

En conclusion, E Uy, converge si, et seulement si, a < 1.

n

\

Exercice 2.15 :
Soit @ > 0. On définit

VneN, wu,=a R
)

Déterminer la nature de la série g Up,.

g Reponse

Malgré D’allure de la série, le critére de D’Alembert est en défaut ici, car

. Unp+1 . 1
lim 4 = lim a7 =1.
n—-+4oo U, n——+oo

Qu’a cela ne tienne, on a

1
Z =Inn+~v+o0(1),

’Y
a
Up = aln7z+’y+o(1) T elnn Ina eo(l)

(ad .
n—+oo p—Ina

.
2.g a N .
Les séries Uy, €t —— sont a termes positifs, donc
E E =
n n

a” _
U, converge <= —— converge <= —Ina>1 < a<e .
E E o
n n
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III Etude pratique

Comme pour les intégrales de fonctions dont le signe est variable, si les termes de la série que ’on étudie ne
sont pas positifs, le travail est beaucoup plus difficile.

1. Absolue convergence

Comme pour les intégrales, on commencera d’abord par étudier la valeur absolue (ou le module) du terme
général de la série.

s N

W Théoréme 3.1

Soit E U, une série a termes réels ou complexes. Alors

n

E |w,| converge = E Uy, converge.

n n

Dans ce cas, on a

+oo “+oo

n=0 n=0

Démonstration : Supposons que E |uy,| converge.

n
e Premier cas : u, est a termes réels. Soit n € N, on pose

Ui = mmax (O, un) , U, = max (O, —un) .

On a alors

—ut — -
Up = Uy — Uy,

|y =uI+u7§, Ogu:,u; < unl.

Donc les séries g ul et E u,, convergent, et donc E Uy, converge.

n n n
e Deuxiéme cas : u, est & termes complexes. Pour n € N, on a
U = Re (up) +1Im (uy), 0 < |Re(uy) |, |Tm (uy) | < Jup.

Donc les séries Z |Re (un) | et Z |Jm (uy,) | convergent, donc Ziﬁe (un) et ij (un) convergent, et
n n n n
donc Zun converge.

n

Pour tout N € N, on a

N
> un
n=0

N N

< .

- NEI—I‘,’-IOQ |Un‘ ’
n=0

—+oo
D un
n=0

—+oo
<2 lual.
n=0

N
= Z |un| ’ N1—1>I—1i,-loo
n=0

Un
0

n=
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WDéﬁnition 3.2 Conwvergence absolue et semi-convergence

Soit E Uy, une série a valeurs dans K. On dit que g U, converge absolument si g |u,| converge. Si la série
n n n
E U, converge mais ne converge pas absolument, on dit que E Uy, est semi-convergente.

n n

\ J

On a donc vu, comme dans le cas des intégrales généralisées, que
E Uy, converge absolument = g Uy, converge.
n n
Ce critére est trés utile en pratique pour étudier la nature d’une série "simple" a termes complexes ou de signe

variable. Malheureusement, il existe des intégrales semi-convergentes, comme on va le voir maintenant.

Exemple 3.3 :
La série Z e(=D" converge. En effet,

n
VneN, |eli=Dr|=|eme™|=e".
C’est une série géométrique, la série e~ converge absolument, donc converge.
) )
n

Exercice 3.4 :

Etudier la nature de Z Uy, AVEC Uy, = T +

ﬁ Reponse

La série Zlm (uy,) diverge grossiérement donc Z u, diverge.

n n

(-1)"Inn
3z

2. Séries alternées

On dispose d’un résultat trés puissant pour les séries alternées, c’est-a-dire dont le signe est alterné.

WDéﬁnition 3.5 Série alternée

Soit Z u, une série & termes réels. On dit que Z uy, est alternée si ((—1)" uy), oy est de signe constant.

n n

Autrement dit, Zun est alternée si, et seulement si,

n

Jee {-1,1}LVneN, wu, =¢c(=1)"|uy.
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s N

WThéoréme 3.6 Critére spécial des séries alternées

Soit Z u, une série alternée. On suppose que la suite (|uy,|), oy est décroissante et converge vers 0. Alors :

n

(i) La série E U, est convergente.

n
+oo

(ii) Pour tout N € N, Z Up et uy sont de meéme signe.

n=N
—+o0

sz

n=N

(iii) Pour tout N € N, < |un]-

o0
En particulier, Z u, est du signe de ug.

n=0

L J

N
Démonstration : On note, pour tout N € N, Sy = Z Uy Quitte & considérer (—u,,), on peut supposer que
n=0

up > 0 (donc u, est du signe de (—1)").
On va montrer que les suites (San) et (San+1) sont adjacentes. Soit N € N.

So(N41) — San = Uan 12 + uan 11 = [uant2| — [uan4a] <0,

So(N+1)+1 — SaNy1 = UaN43 + Uan 2 = —|uany3| + |uan 2] > 0,
Son41 — San = uan+1 — 0.
n——+oo

Donc (S2n) est décroissante, (Sant1) est croissante, et leur différence tend vers 0. Elles sont donc adjacentes,
et convergent vers une méme limite £ € R. On en déduit que (Sx) converge, et donc Zun converge (vers ()

n
par définition.

—+oo
(3) et (i44) | On vient de montrer que lim (Sony) = lim (Soyy1)={(= Z Uy. Posons
N—4o00 N—+o0 o
n—=
+oo
VNeN, Ry= > u,={(—Sy
n=N+1
Puisque (Son) et (San+1) sont adjacentes, on a pour tout N € N,
Sony1 <L < Son, uang1 < Roy <0.
o +oo
Donc Z Up €t uoy 1 sont de méme signe et Z Up| < |uan41|- De méme, on a
n=2N-+1 n=2N+1
Song1 <L < Songa, 0< Ronyr < uanyo.
oo +oo
Donc Z Up, €t ugy 12 sont de méme signe et Z Un| < |ugnt2|- Enfin,
n=2N-+2 n=2N+2
+oo
0< 8 < up < Sp=uo,
n=0
(e’ —+o0
car S1 = ug + u1 = |ug| — |u1| > 0. Donc Zun et ug sont de méme signe et Zun < |ug]- O
n=0 n=0
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& Ce théoréme reste vrai "a partir d’un certain rang".

Exemple 3.7 :

. -1)" . . . . .
La série g (1) est semi-convergente. En effet, cette série converge d’aprés le critére spécial des séries
n

n

1 o0 o n
alternées, et on sait que — diverge. Toujours d’apreés le critére spécial, on sait que ! est négative,
g &
n n
n=1

n
mais il ne permet pas de calculer cette somme. On peut par contre reconnaitre le DL de In (1 + z) :

2 3

N n
¢ (=1)"z™
In(1 =r——+—+..., —In(1 = —_— ...
n(l+z) == 5 tg T n(+x)n§::1 —

(G

o0
et conjecturer que Z
n

= —In 2. Pour cela, on va intégrer la somme de la série géométrique (comme pour

n=1
trouver le DL de In (1 + x)). On a, pour tout N € N et pour tout z €] — 1, 1],

N n N+1
Z(*l") :1*(*517) i
= n 1+
N N+1
1 :Z(—x)n+(—$) "
1+ = n 1+

Ces fonctions sont continues sur [0, 1], donc on peut intégrer cette égalité :

bodx al Y(—z)" v [FaNtldr & (-1)" N LNy
—In2= SN A . 1 “/ roa
/01” n ;/O ) 4 (-1) /O e

14+ n:0n+ 14z
N+1 n 1 N+1
(-1) N/ ¥t
—In2= — -1 _
. ngl n +(=1) o l+=z

De plus,

1 N+1d 1 1 1 N+1d 00 -1 n
og/ ug/ Nl =~ lim /uzo, ~m2=) (=1)

Ici, on fait & peu prés la méme chose que pour I'exercice 1.22, oi1 ’on a dérivé la série géométrique, et maintenant
on l'intégre. &

Exercice 3.8 :

1"
Déterminer la nature de Z In <1 + ( \f) >
n

n
La série Z ( \f) n’étant pas de signe constant, il est exclu de raisonner par équivalent. Qu’a cela ne tienne,
n

on fait un développement asymptotique du terme général :

w1+ ) 5 S (R):

Posons

Vn € N, hnln(1+
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-1)" 1
La série E (=1 converge (en vertu du critére spécial des séries alternées). En revanche, la série E o est
n
n n

vn

une série a termes positifs divergente (d’apreés le critére de Riemann), et donc Z h,, diverge par comparaison

—1\)"
des séries a termes positifs. Donc Z In (1 + ()) diverge.

n

N

¢

Au passage, on vient de trouver un contre-exemple au théoréme de comparaison de séries & termes positifs
lorsque les séries ne sont pas A termes positifs.

Exemple 3.9 :
On considére Z Uy AVEC

n

Vn>2, u,= (;71)
(-=1)" +1lnn

La série E u, est bien alternée car > 0. En revanche, on peut remarquer que la suite (|u,|) n’est

- (-1)" +1nn
pas décroissante. On a

v, ~ (="

n—+oo Inn '

Posons pour tout n > 2,

-1 1 1
h,n = ( ) —_ ’un = i ~ 3 .
((-1)" +Inn)lnn n—+oo In*n

Inn

1
Les série h,, et —— sont & termes positifs et divergent (d’aprés le critére de Bertrand et le théoréme
2
nmn
n n

(="

Inn

de comparaison des séries & termes positifs). D’autre part, la série Z satisfait bien les hypothéses du
n

critére spécial des séries alternées, donc elle converge. On en déduit que g u, diverge. &

n

Aussi puissant que soit le critére spécial des séries alternées, on ne peut pas toujours conclure quant & la nature
d’une série dont le terme général est de signe variable.

I N

Proposition 3.10 Admis

Soit 6 € R. Supposons que 6 ¢ 7Z. Alors
. . sin (n#) . .
(i) La série Z —a converge si, et seulement si, o > 0.
n

cos (nf
(ii) La série Z # converge si, et seulement si, a > 0.
n

n

Un équivalent de ce résultat est d’ailleurs vrai pour les intégrales généralisées, et on 1’a prouvé (en partie, du
moins). Dans le cadre des séries, on n’a plus accés a I'intégration par parties, ce qui rend le probléme beaucoup
plus difficile. On ne peut pas non plus utiliser de comparaison série/intégrale, les fonctions trigonométriques
n’étant pas monotones.

9. C’est d’ailleurs pour cela que le théoréme ne s’appelle pas "comparaison des séries".

& 275



CHAPITRE 13. SERIES NUMERIQUES

Exercice 3.11 :

sin (nZ
Etudier la convergence de la série Z M

n+
ﬁ Reponse

s
Posons, pour tout n € N, u,, = 2/ et S, la somme partielle d’indice n de Z Uy,. On remarque que

n

—_

S
L
—

(=1)°

Vn € N, Ugp = 0, Up+1 = ——x-

2p + 2
Soit N € N. On a alors
2N+1 N N (—1)”
> =Yt s = >
n=0 p=0 p=0 2p +2

—1)?
La série g (2 )+ 5 satisfait le critére spécial des séries alternées, donc elle converge. Donc (S +1) converge,
D
P

vers une limite qu’on note ¢. De plus
()" ,
V2N +2 N—+oo

Son = 52n+1 — U2p4+1 = S2N+1 -

Donc les suites (Saon) et (Son41) convergent vers la méme limite £. Donc (S,,) converge, donc Zun converge.

n

3. Série exponentielle

W Proposition 3.12

ZTL
La série exponentielle E —7 converge pour tout z € C, et
n!
n

+oo

z
e
n!

n=0

Démonstration : Posons pour tout n € N,u,, = — On va appliquer le critére de D’Alembert & la série
n!

Z |tn|. En effet,
n

U Zn+1
VneN, fun£0, Lol

||

ZP(n+ D! n+1 notoo

Donc Zun converge absolument donc converge. Calculons la somme de la série pour z € R. On sait que
exp € C* (R). Soient I =]0, z[U]z,0[ et n € N. Alors

veel, |exp™™(z)|=e" <ell.

276




III. ETUDE PRATIQUE

D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & exp sur I, on a, pour tout n € N*

n Zk |Z|n+1
e — — _ 0.
kZ:o k' T (n+1)! no+oo
Z’ﬂ
Donc E - = €. On admet que le résultat reste vrai pour z € C. O
n!

Exercice 3.13 :
Soit z € C. Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur nature :

2n Z2n+1

2o 2@t

ﬁ Reponse

Remarquons que le probléme revient & étudier les séries

z" "
E ml{n pair} E ml{n impair}
n n
Ces séries sont absolument convergentes, car

n |n

Ll
- W’ Z n‘
n

Les sommes ressemblent aux développements limités respectifs de ch z et sh z. On a, en effet,

z —z 1 ‘X’Zn —)"
wem TET (32 ST L (S5 )

\zI

)

z
H 1 {n impair}

Vn €N, converge.

]l{n pair}

k=0 k=0
9 Z2n
- Z {n pair} — Z W
n=0
De plus, on a
) o 5, 9, 2n+1
shz=¢e —Chz:];) o Z ]l{n pair} = I;) ol ﬂ{n 1mpa1r}zm

4. Formule de Stirling

Dans le monde discret, on peut définir des séries avec des produits, et un cas particulier de produit est la
factorielle. On donne ici une formule permettant d’obtenir un équivalent de la factorielle.

WThéoréme 3.14 Formule de Stirling'®- Admis
On a

n! ~ 27m(ﬁ> .

n—-+4oo e
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Cette formule est difficile & démontrer sans tricher (lorsqu’on ne connait pas la forme de ’équivalent, comme
c’était le cas pour les premiers mathématiciens qui se sont attaqués au probléme). Et encore, il est difficile de
trouver la bonne constante, ¢’est-a-dire le facteur v/2r. On peut en donner un encadrement grossier de maniére
trés simple, par contre.

Exercice 3.15 :

Montrer que, pour tout n € N*,

n\"m n\"
e(f) gnlge(7> n.
e e

Indication : On pourra utiliser une comparaison série/intégrale.

ﬁ Reponse

Notons pour n € N*,

La fonction In étant croissante et positive sur [1,+o00[, on a, pour tout n € N,

n n+1 n n n
/ 1ntdt§1nn§/ Intdt, / lntdtgzmkg/ Intdt +Inn
n—1 n 1 k—1 1

On a alors

/lntdt:[tlnt—t]?zl:nlnn—n—|—1, exp(/ lntdt>—e(n)n.
1 1 ®

Par croissance de ’exponentielle, on en déduit que

n\m" s n\n"
e(f) §e"§e(7) n.
e e

IV  Familles sommables et dénombrabilité

Dans tout ce chapitre, on a sommé des familles indexées par N. Il y a donc un ordre et un point de départ
évidents pour sommer les termes. La nouvelle question qu’on se pose est "peut-on faire la méme chose si les
termes sont indexés par Z, ou par N2, ou par R ?" Pour répondre & cette question, on aura besoin de définir la
notion d’ensemble dénombrable, puis la notion de famille sommable.

1. Ensembles dénombrables

Définition 4.1 Ensemble dénombrable

Soit I un ensemble non-vide. On dit que I est dénombrable s’il existe une bijection de I vers un sous-ensemble
non-vide de N.

10. James STIRLING (1692-1770) : Mathématicien écossais.
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Dire que I est dénombrable revient & dire que I'on peut "compter ses éléments", la bijection servant & "numé-
roter" les éléments de I. De maniére équivalente, I est dénombrable §’il existe une injection de I vers N ou une
surjection de N vers [.

Cette notion est plutot théorique et on ne l'utilisera pas en pratique. On devra juste savoir quels sont les
ensembles dénombrables classiques.

WDéﬁnition 4.2 Suite exhaustive

Soit I un ensemble non-vide et soit (.J,,), oy une suite de sous-ensembles de I. On dit que (.J,) est une suite
exhaustivede I si

“+oo
Q) 1= Jn
n=0

(ii) Pour tout n € N, J,, C Jp41.

\ J

Exemple 4.3 :

e La suite ([—n,n]), y est une suite exhaustive de R.

e La suite ([0, n]]z)neN est une suite exhaustive de N2,

Théoréme 4.4

Soit I un ensemble non-vide. Alors on a équivalence entre :

(i) I est dénombrable
(ii) I admet une suite exhaustive de parties finies.

\ J

Démonstration : | (i) = (i) | Il existe A C N une partie non-vide et une bijection ¢ : A — I. On pose

A, = AN[0,n] et J, = f (A,). La suite (A4,,) est croissante (pour I'inclusion), donc (.J,,) est une suite de parties
finies croissante. De plus,

+oo “+oo
A=An (Uﬂo,@]) = 4.
n=0 n=0
Donc pour tout y € I,il existe z € A tel que f (z) = y. Orilexisten € Ntel que xz € A, et doncy € f(A,) = Jp-
Donc I = UIE%J" et donc (J,) est une suite exhaustive de parties finies.

(#4) = (4) | Soit (J,,) une suite exhaustive de parties finies. Si (.J,,) est stationnaire, alors ’ensemble I est fini et

non-vide, donc dénombrable. Sinon, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer sans perte de généralité
que Jy # 0 et que la suite (J,,) est strictement croissante. On définit alors ¢ : N — I comme dans ’exemple 4.7.
On pose

Hy = Jo, VTZEN, H, = n+1\Jn~
Par hypothése, les ensembles H,, qu’on vient de définir ne sont pas vides. Alors,

“+o0o
I= |_|H Vyel,aneN, yeH,.

n=1

On dit que (H,,) est une partition de I’ensemble I. On définit, pour tout n € N*,
\Hol = oy Hyo= {5, i)
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On pose, pour tout k € N*,

=Y [ sik<m
PET Lk s ks T 0§ Y, <k <Y Ry

@ est bien définie car la somme est finie (elle ne contient qu’un terme). De plus, elle est bijective car les
applications

n—1 n
P [[Z hy +1, th]] — Hy, o (k) =@ (k)
p=1

p=1
+oo —+o0
sont bijectives et |_| Im (p,) = |_| H, = I. Donc ¢ est bijective. O
n=1 n=1

Proposition 4.5

(i) Un ensemble fini est dénombrable.
(ii) N, Z et Q sont dénombrables.
(iii) R, C et R\ Q ne sont pas dénombrables.
(iv) Tout ensemble dénombrable est soit fini, soit en bijection avec N.
(v) Un sous-ensemble non-vide d’un ensemble dénombrable est dénombrable.
(vi) Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.
ii)

(vii) La réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable.

\

Exemple 4.6 :
Montrons que Z est dénombrable. On pose

v: Z — N

{m sip>0 .

b —2p+1 sip<O

© est surjective car ¢ (Z) = {2p/p € N} U{2p + 1/p € N*} = N. ¢ est injective car, si ¢ (p) = ¢ (q) alors p et ¢
sont de méme signe, et o est strictement croissante sur N et strictement décroissante sur Z\N. Donc p =q. <

Exemple 4.7 :
On a déja vu que N? était dénombrable, car la famille de parties ([[0, n]]2)n cny €st une suite exhaustive de parties

finies. On peut aussi le voir & I'aide d’une bijection : on peut lister les éléments de N2,
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P
On peut écrire la bijection de la forme suivante : en notant pour p € N, S, = Z k, soit ¢ : N — N2 telle que :
k=0

“+o0
V’I’LEN, @(n):Z(SP-H_n_17n_5p)]1{5p§n<5p+1}'

p=0
¢

Si on veut ’écrire proprement, on remarque qu’en général la bijection est plus difficile & écrire que la suite
exhaustive de parties finies. On privilégie donc le second critére dans la suite (méme si on n’aura jamais &
démontrer que tel ou tel ensemble est dénombrable).

2. Familles sommables

Dans la suite, on définit I un ensemble dénombrable. On considérera des familles du type (u;), ., dont les termes

el
sont des éléments de K indexés par I. Par exemple :

2
\P+q “
((1 + Z) )(p,q)€N2 ) <n)n62* .

Dans les applications, on choisira toujours I = Z ou I = N? (ou des sous-parties de ces ensembles).

Il faut comprendre que pour faire la somme des termes de ces familles, on n’a pas d’ordre "naturel" comme pour
les familles indexées par N ou N*. On commence par un exemple fondamental, pour comprendre les notions &
venir.

Exemple 4.8 :

On sait que
ff“”ﬁd T UL I S In 2
[N A— RN _ — —_ — = «.oo=1In2.
— n 2 3 4 5 6

On s’intéresse & la somme de cette série obtenue en changeant 'ordre des termes et en prenant deux termes
positifs puis un terme négatif :

S—1+1 1+1+1 1+1+1+
o 3 2 5 7 4 9 11 7

Posons donc, pour tout p € N,

1 1 1
U3p+1 = ma U3p+2 = m, U3p+3 = _2p+2'

Posons, pour tout NV € N*,

N N
1
= T, = — In N 1).
Sy z_jlun n=) —=——=mN+7y+o0(l)

k=1
On a alors

Nz:l 1 1 _2N 1 legﬂ{kimpair}_Tl

= dp+1 4p+3 2p + 2 2k—|—1 2 — k 2
R ) (T ) _QNL_LN_T D Ty
- k 2 N o 2 N 2

k=1 k=1 p=1

In(2N) ~v InN v 4N
In(AN) 4~y — 20 7 BN T ) =1 1
Nore N 2 2~ 2 27w vavyw) oW
In 2.
N—+o0o 2
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De méme, S3N+1 = S3n + ugny1 et S3N+1 e S3N+1 + ugn+2 donc les suites (SgN),(SgN+1) et (S3N+2)

.3
convergent vers la méme limite 3 In2. Donc Z U, converge et

n

+oo 3
S = n=—In2.
;u 5 n
¢

On voit donc que si la série ne converge pas absolument, ’ordre des termes est trés important : si ’on somme
les termes dans un ordre différent, on obtient potentiellement une autre limite.

s N

Définition 4.9 Famille sommable

Soit (u;);c; une famille & termes quelconques (réels ou complexes). On dit que (u;);.; est sommable si

aIM >0, VJCI, <|J| <too = > fuyl §M>.
icJ

Définition/Proposition 4.10 Admise

Soit (u;);c; une famille & termes quelconques sommable. Alors pour tout suite exhaustive (.J,) de parties

finies de I, la suite (Z uz> est convergente. De plus, sa limite ne dépend pas de la suite (J,). On note
i€ Jy neN

E u; = lim E Us-
n——+oo

i€l i€Jp

La notion de "famille sommable" signifie qu’on peut sommer tous les termes de la famille, sans ordre. Sinon, la
somme de la famille (quand elle existe) dépendrait de la suite (.J,,), comme & 'exemple 4.8. Pour une famille

(ui);c; & termes positifs, on n’a pas tout & fait le méme probléme de mauvaise définition de la somme E U; -
iel
soit celle-ci existe, soit "elle est infinie".

On remarquera qu’une famille (u, ),y est sommable si, et seulement si, la série E U, est absolument conver-

n
gente, et qu’alors on a

—+oo
n=0

neN

La définition de somme d’une série semi-convergente fait quant a elle intervenir I'ordre usuel sur N dans le
passage a la limite quand "n est de plus en plus grand".

3. Familles indexées par Z

I N

Théoréme 4.11

Soit (un),,cz une famille & termes quelconques. Alors on a I’équivalence

(1) (un)pen est sommable.
N

(ii) La suite ( Z |un|> converge.
NeN

n=—N
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(iii) Les séries Z lun| et Z |u—y| convergent.
n n

Dans ce cas, on a

Zun:Nl—lgkloo Z unfzun“i’zu—n

ne”Z = n=1

On ne manquera pas de remarquer le lien avec les suites exhaustives utilisées pour montrer que Z est dénom-
brable.

4. Séries doubles

Le cas particulier de famille dénombrable qui nous intéresse pour finir est le cas des familles indexées sur N2,

c’est-a-dire de la forme (up’q)(p )enz

WThéoréme 4.12 Fubini™ - Admis

Soit (up,q) (p.q)enz Une famille & termes quelconques indexée par N2, Alors on a équivalence entre :

(i) La famille (up’Q)(p,q)EN est sommable.

o0
(ii) Pour tout p € N, la série Z |up,q| converge et la série Z <Z |tp g
q P \g=0

> converge.

o0
(iii) Pour tout ¢ € N, la série Z |up,q| converge et la série Z (Z |up’q|> converge.

p q p=0

Dans ce cas, on a alors

5 =3 (Sone) = 3 (L)

(p,q)EN? p=0

Autrement dit, on peut échanger les symboles Z si la famille (u,hq)(p gen est sommable. Attention, ici le
résultat est faux si la famille n’est pas sommable car les limites n’existent pas forcément.

L’idée de la preuve est la suivante : on peut toujours échanger des sommes finies sur [1, N ]]2, et on peut passer
a la limite (dans Ry ) uniquement si la famille est sommable.

En fait, si la famille (up,q), .o €5t & termes positifs, on a toujours I'égalité
> =3 () = (L)
(p.q)EN? p=0 q=0
Simplement, elle est valable dans Ry U {+o00}.

Exemple 4.13 :
Soient a €] — 1,1[,b € R. On définit la famille (up,q)p,qu par

(—1)P gap?rt1
(2p+1)!

11. Guido Fusini (1879-1943) : Mathématicien italien.

Vp,q €N, up4=
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Montrons que la famille est sommable. On a

+oo +oo Shb
Vq € N, Z|u1’7‘1| =a%shb, Z (Z |upq|> —

p=0 q=0

D’aprés le théoréme de Fubini, on en déduit que la famille (u, q)

=2 sinb
Vg € N, Zup,q = a%sinb, Z (Zupq> =1

p=0 q=0

p.qeN est sommable. On a alors

Donc, toujours d’aprés le théoréme de Fubini,

sinb
Z Up.q = 1—a

(p,@)EN?
¢
Exemple 4.14 :
On étudie la sommabilité de la famille (upvq)(p,q)ENz’ avec
()"
Vp,g €N, up, = T
On a
+oo +oo
Vg e N, Z [up.q = g = Zeq diverge.
p=0
D’aprés le théoréme de Fubini, la famille (u, 4) n’est pas sommable. Par contre,
—+o0
R, Yy, =er, S (Z“”q> Ce- T
p=0 q=0
- (=a)" "
En revanche, pour tout p € N, la série Z — diverge grossiérement. &
p

q

& Pour les familles doubles sommables, il y a toujours un ordre de sommation dans lequel les calculs sont
simples, et un ordre plus compliqué.

Exemple 4.15 :

Montrons que la famille (up q) est sommable, avec

p,qEN*

2

* q
Vp,q € N*, = 1{p > q}.
p.q Ua = T o 3p 1) {r>q}

Remarquons que la famille est positive. On choisit de sommer d’abord sur ¢ :

~+o0 /4 2
. q 1 plp+1)(2p+1) 1
N Z 2: = X =73
pER Up.a . 1103(21)2—|—3p—4—1) p® (2p* +3p+1) 6 Gp?

1

Puisque Z 5,2 converge, d’aprés le théoréme de Fubini (pour les familles positives), on en déduit que la famille
p

(up,q) est sommable et que

+oo 1 2
> = (S ) - S

p,qEN* p=1
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A connaitre a la fin du chapitre

Séries de référence

e Savoir reconnaitre les séries exponentielles, géométriques et télescopiques (entre autres).
e Connaitre les résultats propres aux séries : critére spécial des séries alternées, critére de D’Alembert,
formule de Stirling. . .

Séries a termes positifs

e Déterminer la convergence (ou l’absolue convergence) d’une série & ’aide d’un équivalent, d’une majora-
tion, ou de relations de comparaison.

Vrai/Faux

O Si E uy, converge, alors E u? converge.
n

n
O Si E Uy converge absolument, alors E u? converge.

n n
O Si E u, converge, alors E nu, converge.
n

n

O

. 1
Si E uy, converge, alors E —u,, converge.
n

Si Zun et Zvn divergent, alors Z (upn, + vy,) diverge.

O

1
O Si u,, converge, alors — diverge.
2 comere, aors 3 - aivers
n n
O Zun converge si, et seulement si, ZuQn et Zu2n+1 convergent.
n n n
Pour aller plus loin
e Théoréme de réarrangement de Riemann.

e Séries géométriques dérivées et intégrées.
e Séries entiéres.

G 285



CHAPITRE 13. SERIES NUMERIQUES

286



CHAPITRE 14

PROBABILITES DISCRETES

(i) 287



CHAPITRE 14. PROBABILITES DISCRETES

288



CHAPITRE 15

ALGEBRE LINEAIRE — DETERMINANT

On I’a vu dans les chapitres précédents, en dimension finie, les problémes suivants se raménent au mémes calculs :

déterminer si une matrice est inversible

résoudre un systéme linéaire

déterminer si une application linéaire est bijective
déterminer si une famille est une base d’un espace vectoriel

On va donc introduire un outil unifié pour faire cette étude : il s’agit du déterminant. il faudra donc étre a 1’aise
avec les deux chapitres suivants :

e Espaces vectoriels de dimension finie
e Matrices

Dans tout ce chapitre, K =R ou C.
I Définitions et premiéres propriétés
Dans toute cette partie, E et F' sont des K-espace vectoriels.

1. Formes multilinéaires alternées

On rappelle qu’une forme linéaire est une application linéaire de E dans K.

WDéﬁnition 1.1 Application et forme multilinéaire

Soit p € N* et soit f: EP — F. On dit que f est une application multilinéaire (ou p-linéaire) sur E si, pour

tout ¢ € [1,p] et pour tous x1,...,%i—1,Ti+1,--.,Lp € E, Papplication
EFE —- F
T = f(wh'"7$i717xami+1a"'7xp)

est linéaire. On note £, (E, F') 'ensemble des applications p-linéaires de E dans F.

On dit que f est une forme multilinéaire si F' = K.
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Une application multilinéaire est une application de EP dans F' qui est linéaire par rapport a chacune de ses
variables z1,...,xp.

e si p =1, cela correspond & la définition d’application linéaire.

e si p =2, on parle d’application bilinéaire.
e si p = 3, on parle d’application trilinéaire.

& 1l faut bien str vérifier que E et F sont des espaces vectoriels avant de parler d’application (multi)linéaire.

Exemple 1.2 :

e ([0,1],R)* — R
1. L’application @ : (f.0) N /1 )0 (t)di est une forme bilinéaire sur C, ([0, 1], R).
c)? - c
2. Le produit scalaire f : (2,y) zn:xlyz est une forme bilinéaire sur C™.
My ) S M, (K)

3. Le produit matriciel f : est une application bilinéaire sur M,, (K).

(4,
3\2 3
4. Le produit vectoriel f : (I§ Z _,R .

B) — AB
H

(U,V) — UAY
_>
H

est une application bilinéaire sur R3.

K’ﬂ
5. L’application f : ( ) est une forme n-linéaire sur K. Attention, ce n’est pas une
1yeeorTn i
i=1
forme linéaire sur K".

¢
Remarque 1.3 : Attention, une application p-linéaire sur F n’est pas une application linéaire sur E” :
osife lL(EP F),sixeKet (z1,...,2,) € EP alors
FOz, ..., xp) = A2, ..., 2p)
esifel,(E F)sixeKet(z,...,2,) € EP alors
FQz,...,Axp) = AP (21,...,2p)
Pour les applications multilinéaires, ’espace d’intérét est E, dont on prend p vecteurs (et pas E?).
. K? K e . o
e Le produit ~ est bilinéaire sur K mais pas linéaire sur K2.
(r1,22) = @122
. K2 = o . e
e La projection est linéaire mais pas bilinéaire.
(1,22) = @
¢

WThéoréme 1.4 Structure de l’ensemble des formes p-linéaires

Soit p € N*. L’ensemble £, (E, F') est un espace vectoriel. De plus, si E' et F' sont de dimension finie non-nulles,
alors L, (E, F') est de dimension finie et

dim (£, (E, F)) = (dim (B))” x dim (F).
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Démonstration : On montre sans probléme que £, (E, F') est un sous-espace de .% (E*, F'). Supposons que
E et F soient de dimensions finies non-nulles et notons n = dim £ et m = dim F.' On va faire le cas particulier
dans le cas F' = K et p = 2. Soit B = (eq,...,e,) une base de E et soient z,y € E de coordonnées respectives
(dans la base B) (z1,...,%y) et (y1,...,Yn). Soient ¢; ; (z,y) = z;y; et f € Lo (E,F). On a

n

flay) =Y wiyif (eie) = Y flee;) oy (@),

1,5=1 1,7=1
Les ;,; sont des applications de Lo (E, K) et d’apreés le calcul précédent, (¢ ;) <, j<n €St une famille génératrice

de Lo (E,K). Soient (Ai;),; ;,, tels que Z \ijpi; = 0. Alors, pour tout (k,1) € [1,n]? on a

ij=1

Z i j @i (er,er) =04 N1k (er, er) = Agy = 0.

3,J=1

Donc les \; ; sont tous nuls et (¢; ;) est libre, c’est donc une base de £y (E,K). De plus,

1<4,5<n

dim (£2 (E,K)) = | (@i,j)lgm'gn | = n?.

Pour généraliser ce résultat & p > 2 et m > 1, il faudra effectuer la méme manceuvre sur chaque composante
d’une base C = (g1, ...,&m,) de F. On prendra la base composée des applications :

Vil, .. .,ip S ﬂl,n]],Vk S ﬂl,mﬂ, Pitsenyip ke (xl,. .. ,J}p) = T4, - ..xipsk.

Définition 1.5

Soient p € N* et f € L,(E,F). On dit que f est symétrique si, pour tous x1,...,z, € E et pour tous
i7j S IIlap]]a

f(.’l)l,...,xifl,l‘j,mlqu,...,$j71,$i7$j+1,...,.1‘p) = f(xl,...,xp).

On dit que f est antisymétrique si, pour tous x1,...,z, € E et pour tous i # j € [1, p],
f(',I;lv"'a‘ri717xj7xi+17'"a‘rjfhxi?xj#»lw"7$p) = _f(xla"wxp)'

On dit que f est alternée si, pour tous z1,...,z, € E

Ji#jel,pl, zi=xzj= f(x1,...,2p)=0.

On retiendra que, quand on échange deux variables

e si f est symétrique, cela ne change pas la valeur;
e si f est antisymétrique, on prend la valeur opposée.

Si f est alternée, alors elle vaut 0 dés que deux variables sont égales.

Exemple 1.6 :
Quelles sont les applications mentionnées & ’exemple précédent qui sont symétriques 7 Antisymétriques ? Alter-
nées?

On remarque que la seule application bilinéaire antisymétrique est le produit vectoriel, et qu’elle est aussi
alternée. C’est normal. &

1. On remarque que % (EP, F) n’est pas de dimension finie, sans quoi la fin de la preuve serait évidente.
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Proposition 1.7

Soient p € N* et f € £, (E,F). Alors f est alternée si, et seulement si, f est antisymétrique.

Démonstration : Supposons que f soit antisymétrique. Soient x1,...,x, € E, supposons que il existe i <
J € [1,n] tels que z; = x;. Alors

flor, oo miy oz, n) = f (@1, Ty By Tp) = —f (@1, 00 Ty e Ty T
Donc f (z1,...,%i,---,2j,...,%,) = 0 donc f est alternée.

Réciproquement, supposons que f soit alternée, et soient x1,...,z, € E. Alors, pour tout ¢ # j € [1,p], par
linéarité en les variables x; et z;,

0=f(z1,...,zi+a;,..., 8 +j,...,2,)

=f(xy,.. . @i, .,z +xy, . en)+ f (T, 2, T Ty, )
=f(@1, . @iy Ty @) F (@1, Ty, T, T)
+ (@, oz, T xn) (X, T, T, )
=f(x1, .. %, T4, Tp)
+f(z,..., 25, Ty, T)
Donc f est antisymétrique. O

& Attention, cette équivalence n’est vraie que pour les applications linéaires.

Exercice 1.8 :

Soient p € N* et f € L,(E,F). Soit A = (x1,...,xp) une famille de vecteurs de E. Montrer que si f est
alternée et A est liée, alors f (z1,...,2,) = 0.

f! Reponse ‘

Puisque la famille (zq,...,x,) est liée, I'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres. Quitte a réor-
9 s p 9
donner la famille, supposons que z,, est combinaison linéaire des autres vecteurs. Alors il existe A\;, ..., A\,_1 €
) p 9 9 D
K tels que

p—1
Tp = E /\kxk.
k=1

Puisque [ est alternée, on a bien

p—1
Fl@ng000 @) = Z)\kf(xl,...,xp_l,xk) =0.
k=1

¢
W Théoréme 1.9 Structure de l’ensemble des formes n-linéaires alternées - Admis ‘
Supposons que E soit un espace vectoriel de dimension finie n € N* muni d’une base B. Notons
LM(E,K) = {f €L, (E,K)/f est alternée}.
Alors I'application Ei‘lt (fE’ K) : £(B) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, ﬁfllt (E,K
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[est un espace vectoriel de dimension 1. J

La démonstration est compliquée, et fait habituellement appel a la théorie des bases duales et des signatures de
permutation.

2. Déterminant d’une famille dans une base

Dans toute cette partie, E est une espace vectoriel de dimension n € N*,

WDéﬁnition 1.10 Déterminant dans la base B

Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B I'unique forme n-linéaire alternée f € L",‘th (E,K)
vérifiant f (B) = 1. On la note detp.

A retenir pour la suite :

e detp est défini comme étant la seule forme n-linéaire alternée vérifiant detg (B) = 1.
e Le déterminant est p-linéaire pour p = n. Cela signifie qu’on regardera le déterminant de n vecteurs
Z1,..., 2y (ou, par un léger abus de notation, d’une famille de n vecteurs (z1,...,z,)).

WThéoréme 1.11 Changement de base pour le déterminant
Soient B et B’ deux bases de E. Alors

detpr = detp/ (B) detp .

1

De plus, detp/ (B) # 0, detg (B') # 0 et detp (B') = detp (B)
B/

Démonstration : Les applications detp et detp/ sont deux formes n-linéaires alternées non-nulles sur £. En
particulier, detp est une base de £ (E,K) (qui est un espace vectoriel de dimension 1). Donc il existe un
unique A € K* tel que detg: = Adetp. En évaluant cette égalité sur la famille B, on a

detB/ (B) :)\detB (B) :>\, detB/ :detB/ (B) detB.
Puisque A € K*, on en déduit que detp: (B) # 0. En appliquant évaluant la relation detp: = Adetg en B, on

obtient alors

1

ety (B') = 1 = dety (B)det (B'), det (B) = 1o
etpr

Proposition 1.12 Propriétés du déterminant dans une base

Soit B une base de E, et soient z1,...,x, € E. Alors on a :
(i) Pour tout i € [1,n] et A € K,
detp (T1,.. ., AZsy ..oy Tn) = A (X1, .., Tp)
(ii) Pour tout A € K,

detp (Az1,..., z,) = A" detp (z1,...,25).
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(iii) Pour tous ¢ # j € [1,n],

detp (1,..., %5, ..., &iy...,&n) = —detp (T1,...,Tsy. .., Tj. .., Tp) .
(iv) S’il existe i # j € [1,n] tels que x; = x;, alors

detp (1,...,2,) = 0.

(v) La famille (x1,...,2,) est une base de F si, et seulement si, detp (z1,...,z,) # 0.
(vi) On adetp (B) = 1.

\ J

Démonstration : A part le point (v), tout est évident (soit par définition du déterminant, soit par le fait que
ce soit une forme n-linéaire alternée et antisymétrique). Notons B’ = (z1,...,1,).

Supposons que B’ soit une base de E. Alors detg (B’) # 0 d’aprés le théoréme 1.11.

Supposons que B’ soit liée. Alors 'un des z; est combinaison linéaire des autres. Quitte & réordonner la
famille, supposons qu'’il s’agit de x,, : il existe A\1,..., An—1 € K tels que

n—1
k=1
Puisque detp est alternée, on a

n—1
detp (z1,...,2,) = Z Apdetp (z1,...,Zp—1,2k) = 0.
k=1

Notons que le dernier point de la preuve est le sujet de ’exercice 1.8.
Remarque 1.13 :

(i) Si E = R? et B est la base canonique de R?, alors detp (z,v) est l’aire algébrique du parallélogramme
engendré par = et y. En particulier, (z,y) est libre si, et seulement si, ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires, i.e. le parallélogramme n’est pas dégénéré.

(ii) Si F = R? et B est la base canonique de R?, alors detg (2,7, z) est I’aire algébrique du parallélépipéde
engendré par z,y et z. En particulier, (z,y, z) est libre si, et seulement si, ces trois vecteurs ne sont pas
coplanaires, i.e. le parallélépipéde n’est pas plat.

¢

Exemple 1.14 :
Soit E = R? et posons 1 = (2,0,2), 22 = (2,1,0),23 = (—1,0,0). On va montrer que la famille A = (zy, x5, 23)
est une base de E en calculant son déterminant dans la base canonique B = (eq, eq,e3). On a alors

detp (A) = 2detp (e1 + e3,2e1 + e2, —e1)
=2detp (e1,2e1 + e2, —e1) + 2detp (e3,2e1 + e, —e7)
= —2detg (e1,2e1 + ea,e1) — 2detp (e3,2e1 + ea,e1)
=0—2detp (e3,2e1,e1) — 2detp (e3,e2,e1) = 0+ 2detp (e1, €2, €3)
= 2.

¢

Ces calculs ne sont pas forcément trés pratiques en ’état, mais on verra que le calcul du déterminant est un
excellent outil pour étudier si une famille est une base ou pas (dés qu’on fera ces calculs sous formes de matrices).
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3. Déterminant d’un endomorphisme

Dans toute cette partie, E est une espace vectoriel de dimension n € N*,

Définition/Proposition 1.15 Déterminant d’un endomorphisme

Soit f € L(E). Il existe un unique scalaire A € K tel que, pour toute base B de E,
Ver,...,xn € B, detp (f(z1),...,f(zn)) = Adetp (z1,...,2,) .

Ce scalaire est appelé déterminant de f et on note A = det (f). Pour toute base B de E, on a alors

det (f) = detp (f (B)).

Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de la base choisie.
Démonstration : Soit B une base de E. Posons ¢ : E - K Puisque f
' ' Pl (@nw) e detp (f(e1) f (@)

est linéaire et que detp est n-linéaire alternée, ’application ¢ est une forme n-linéaire alternée. Puisque detpg
est non-nulle, det g forme une base de C?llt (E,K), et donc il existe A € K tel que ¢ = Adetp. On a donc montré
que

Voy,...,xn € E, detg (f(z1),...,f(z,)) = Adetp (z1,...,2,) .
Il reste & montrer que A\ ne dépend pas de B. Soient z1,...,x, € E. Alors

detp (f (1) ,..., f (zn)) = detp (B) x detp (f (z1) ..., f (xn))
= Adetp (B) x detg (21,...,2,)
= Adetp (B) x detpg (B) X det g (1'1,...,.1‘")
= Mdetp (z1,...,24) .

Donc A ne dépend pas de B. En prenant (x1,...,2,) = B, on a A =detg (f (B)). O

Proposition 1.16

Pour tout f € L(E) et pour tout A € K, on a

det (Af) = A" det (£).

De plus, det (Idg) = 1 et det (0z(p)) =0

&Le déterminant n’est pas linéaire. Dés que n > 2, on a

det (21dg) = det (Idg +Idg) # det (Idg) + det (Idg) = 2det (Idg) .

Théoréme 1.17
Soient f,g € L (E). Alors

det (f o g) = det (f) det (g) .
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Démonstration : Soit B = (eg,...,e,) une base de E. On a alors

det (f o g) =detp (f (9 (1)), .., f (g (en))) = det (f) detp (9 (1) -

SACH)
=det (f)det (g)detp (e1,...,e,) =det (f)det(g).

Théoréme 1.18

Soit f € L(E) Alors on a équivalence entre :

(i) f est bijective.
(i) det (f) # 0.

De plus dans ce cas, on a

() = gy

Démonstration : Soit B une base de E. Alors

f est bijective <= f(B) est une base de E <= detg (f (B)) #0 <= det(f) #0
De plus, si f est bijective, alors

det (f)det (f7') =det (fof™')=det(Idg) =1, det(f')= detl(f)'
Exercice 1.19 :
c? c?
Montrer que ’application f :

(2,9, ) : (22 + 2y — 2,9, 22,0,0) est un automorphisme de C3.

fg Reponse

En I’absence de bonne idée, on calcule bétement le déterminant de f en s’aidant de la base canonique B =
(e1,e29,€3) de Cc3:

det f =detp (f (e1), f(e2), f (e3)) =dets ((2,0,2),(2,1,0),(—1,0,0)) = 2.

En effet, on a déja fait ce calcul auparavant. Donc det f # 0 donc f est bijective.

¢
Exercice 1.20 :
Dans cet exercice, on considére C en tant que R-espace vectoriel. Soit f € Lg (C).
1. Montrer qu’il existe un unique couple (a,b) € C tel que

VzeC, f(z)=az+bz

2. Déterminer le déterminant de f en fonction de a et b.
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fg Réponse

1. Supposons qu'il existe un couple (a,b) € C? tel que, pour tout z € C, f (2) = az+ bz. On a

alors

fQ)=a+b, f(i)=ia—ib, azif(l);if(i), bzif(l);ifm.
Posonsa:Metb:M.Soitz€C En notant R (z) = 2z et Im (2) =
Z2, ol &

az—i—bE:M(m—i—izz)—l—w(a—izz):f(l)zl—izf(i)ZQ

f(z1t+ize) = f(2).

On a donc prouvé I'existence, et 'unicité découle de I’analyse.
2. Notons B = (1,1) la base canonique de C, et

R(a) =a1, Im(a)=az, RN(Ob)=0;, Im(b)=bs.
On a alors
det (f) =detg (f (1), f(i)) = detp (a+b,ia — ib)
= ((11 + bl) detB (1,ia — Zb) + (a2 + bg) detB (i,ia — Zb)
= (0,1 = bl) (a1 = bl) detp (1,i) = (Clg + bg) (a2 = bg) detp (i, 1)

= ai +a3 — bj — b3 =|af* — [o]*.

IT Déterminant matriciel

Dans toute cette section, on considére un entier naturel non-nul n € N*.

1. Définition et lien avec les autres déterminants

On va voir que les déterminants précédemment définis (d’une famille ou d’un endomorphisme) peuvent s’inter-
préter en termes de calcul matriciel. Surtout, c’est de cette maniére qu’on fera les calculs en général, car ils
seront plus rapides.

Définition 2.1 Déterminant matriciel

Soit A = [a; ;]1<ij<n € My (K). Notons Cy,...,C, € M, 1 (K) les colonnes de A et B la base canonique de
M1 (K). On définit

det (A) =detp (C1,...,Cy).
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On note :
1,1 ai2 -0 Qin
a2,1 0422 a2 n
det (A) =
Gn,1 Ap2 - An . n

& Calculer le déterminant d’une matrice non-carrée n’a aucun sens !

-

WProposition 2.2 Régle de Sarrus®

(i) Soit A = [‘; g} € M, (K). Alors

a b

det (4) = . d = ad — be.

ail a2 a13
(ii) Soit A= |ag21 a22 ag3| € M3 (K). Alors
as1 agz ass

a11 ai2 a3
det (A) = |ag1 a22 a23| =a1,1022a33 + a1,202,303,1 + A1,302.103 2

as31 G32 a33

—@3,102,2013 — A2,1G1 2033 — 11,143,202 3.

Autrement dit : on fait la somme des diagonales descendantes () avec la différence des diagonales montantes

(7)-

& La régle de Sarrus ne fonctionne pas en dimension n > 4.

Démonstration : (i) Ce premier point est facile, on a déja fait ce calcul plusieurs fois sans le dire. Posons
B = (E11,E21) la base canonique de Mz ; (R). On a

det A = detB (aEl,l + CELQ, bEl,l + dELQ)
= adetB (E171, bEl,l + dELQ) + cdetB (ELQ, bEl,l + dELQ)
= addetp (E171,E172) + bedetp (El)g, El,l) = ad — be

(i) Comme pour le point (i), mais en plus long : il suffit de développer brutalement.

O

Tout probléme de calcul de déterminant d’une famille ou d’un endomorphisme peut se ramener & un calcul de

déterminant matriciel.

2. C’est lié au fait que le déterminant est une forme n-linéaire sur un espace de dimension n.
3. Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) : Mathématicien frangais.
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Proposition 2.3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B.
(i) Soient x1,...,2, € E et A € M,, (K) tels que A = matp (z1,...,z,). Alors
detp (z1,...,z,) = det A.

(ii) Soit f € L(FE) et A € M,, (K) tels que matp (f) = A. Alors

det f = det A.
Démonstration : (i) Par définition, en notant B = (e1,...,ey) et Byy = (E11, ..., Ey 1) la base canonique
de M,, (K),

detB (5617 N ,{L‘n) = detBM (Z Ai,lEi,h ey Z Ai,nEiJ) = det A.

i=1 i=1
(ii) Par définition, A = matpg (f (B)) donc d’apres (1),
det f = detp (f (B)) = det A.

O

A noter : le déterminant d’un endomorphisme est égal & celui de sa matrice dans une base donnée. En parti-
culier, il ne dépend pas de la base. Lorsque ’on souhaitera déterminer le déterminant d’une matrice (ou d’un
endomorphisme), on fera les calculs dans une base bien choisie. D’un point de vue matriciel, cela revient a

calculer le déterminant d’une matrice équivalente & A.

Exemple 2.4 :

Montrons que la famille B’ = (1 +2X +3X?% ~14+4X +6X?,5X + 7X2) est une base de Ro[X]. En notant

B = (1,X,X?) la base canonique de Ro[X], on définit

1 -1 0
A=matg(B)= |2 4 5
3 6 7

D’aprés la régle de Sarrus,

=4xT7-5x6=-3#0.

W N =
D = O
- Ut O

Donc B’ est une base de Ry[X].

Proposition 2.5 Propriétés du déterminant matriciel

Soient A € M,, (K). Notons C1,...,C, les colonnes de A. Alors :

(i) Pour tout i € [1,n] et A € K,
det[Ch, ..., ACy, ..., Cp] = Adet A,

(ii) det (ANA) = A" det (A).
(iii) Pour tous ¢ # j € [1,n],

det[Cl,...,Cj,...,C%...,Cn} :—det(A).
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(iv) S’il existe ¢ # j € [1,n] tels que C; = C}, alors det (A) = 0.
(v) Pour tout B € M,, (K) on a
det (AB) = det (A) det (B).
(vi) Pour tout p € N, on a
det (AP) = det (A)? .
(vii) La matrice A est inversible si, et seulement si, det A # 0. Dans ce cas on a

1
det (A)

det (Afl) =

Démonstration : On a déja tout montré, soit par définition du déterminant comme forme n-linéaire alternée,
soit pour les endomorphismes. Auquel cas, on posera f et g les endomorphismes de K" canoniquement associés
aAet B. O

En particulier, si A et A’ sont équivalentes, alors elles représentent la matrice d'un endomorphisme f € £ (E)
dans deux bases B et B’. Alors, en notant P = Pass (B, B’),

1
det A’ = det (PflAP) =3P det Adet P = det A.

C’est cohérent : le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de la base considérée, et donc deux matrices
équivalentes ont méme déterminant.

WDéﬁnition/Proposition 2.6 Groupe spécial linéaire

(GLn (K), <) = (K%, x)
A — det (A)

L’application det : est un morphisme de groupes.

On appelle groupe spécial linéaire ’ensemble

SL, (K) = {A € M,, (K) /det (A) =1}.

Comme son nom l'indique, (SL,, (K), x) est un sous-groupe de (GL,, (K), x).

Démonstration : On a déja tout montré. En effet, les ensembles (GL, (K), x) et (K*, x) sont bien des
groupes, et

VA, B € GL, (K), det(AB) = det (A)det(B), det(A™") =det(4) .
Par définition, SL,, (K) = {A € GL,, (K) / det (4) = 1} = ker (det), c’est donc un sous-groupe de GL,, (K). O

2. Déterminant et opérations matricielles

Dans cette partie, on s’intéresse au comportement du déterminant lorsqu’on effectue des opérations élémentaires
sur une matrice. Cela permet parfois de simplifier le calcul d’'un déterminant. Commengons par un lemme sur
le déterminant des matrices élémentaires.

Soient A € K, et i # j € [1,n]. On rappelle que les matrices d’opérations élémentaires sur les colonnes sont :
Ec,one, =In+(A—=1)E;;,

E¢,e0, =1In— Eii— Ejj + Eij + Ej.
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De plus, les matrices d’opérations élémentaires sur les lignes sont :
/ ( / )T
i$—ALg i< AC; ’
EL L Ec, e
E; = (E} T
Li+L;+AL; Ci+Ci+XC; | >

E/ _ E/ T
L,;(—)LJ' - CM—)Cj .

s N

WLemme 2.7

Pour tous A € K, et i # j € [1,n], on a
(ii) det (E/(Ji<—ci+,\cj) = det (E/Lﬁ—LiJr,\Lj) =1

(i) det (Bt e, ) = det (Ef o, ) = —1.

\ J

On remarque au passage que le déterminant des matrices d’opérations élémentaires est égal & celui de leur
transposée.

Démonstration : Les points (i) et (ii¢) sont des conséquences immédiates de la linéarité (en les colonnes) et
du caractére antisymétrique du déterminant, il reste donc & montrer le point (i¢). Alors, puisque le déterminant
est linéaire (sur la i-éme colonne) et alterné,

det (ngciﬂcj) =det(B,...,E; + AE;, ..., Ey) =det I, + Adet (Ey,..., \E;, ..., E,) = 1.

On fait la méme chose sur la j-éme colonne pour montrer que det (E/Ll«—Li-s-)\Lj) =1. O

Proposition 2.8 Déterminant et opérations élémentaires

Soit A € M, (K). Soient A\ € K, et i # j € [1,n]. On note A’ la matrice obtenue par 1'une opération
élémentaire (sur les colonnes ou sur les lignes) suivantes :

(i) A GEAC A ou A AN A7 Alors det A' = Adet A.
(ii) A C”_&")‘)‘Cj Li+L;+XL;

Alou A —"7" A’ Alors det A’ = det A.
(iii) A O A ou AT AL Alors det A = — det A.

C’est une conséquence directe du lemme 2.7. On retiendra qu’ajouter & une colonne (ou & une ligne) une
combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant de la matrice.

Théoréme 2.9 Déterminant et transposée

Soit A € M,, (K). Alors det (AT) = det A.

Démonstration : ’ Cas 1 : A n’est pas inversible | Alors AT n’est pas inversible non plus, donc

det (AT) =0 = det A.

Cas 2 : A est inversible ‘Alors d’aprés le pivot de Gauss, il existe p € N et des matrices d’opérations élémentaires
sur les lignes My, ..., M, € GL, (K) tels que

M, x - x My x A=1,, AT><M1T><~-~><MII:IR.

&

2
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Puisque, pour tout ¢ € [1,p], det (M;) = det (M), on en déduit que

1 1
AT _ — = A.
det ( ) ?i?:l det (MZT) ‘le det (Ml) det

O

Remarque 2.10 : D’aprés ce dernier théoréme, tout ce que 'on a dit pour le déterminant matriciel concernant
les colonnes reste vrai pour les lignes. Par exemple, le déterminant est multilinéaire, alterné et antisymétrique
pour les lignes de la matrice, etc. &

3. Développement par rapport a une ligne ou a une colonne

On arrive & la partie la plus importante concernant le déterminant matriciel. On va voir que pour calculer un
déterminant de taille n + 1, on peut se ramener & calculer des déterminants de taille n. En pratique, c’est trés
utile si la matrice de départ a beaucoup de zéros.

WDéﬁnition 2.11 Mineur et comatrice

Supposons que n > 2. Soit A € M,, (K) et soient 7,j € [1,n]. On appelle mineur d’ordre (i,5) de la matrice
A le nombre

Al,l Al,jfl Al,j+1 Al,n
A Y Ajqq o A1 A1 o Al

A;j (A) = det (Ai,j> , avec A; ; = A ’ A J o J 4 7
11 e 11 141 il
A A Apjir o Apn

On appelle cofacteur d’ordre (i,j) A le nombre (—1)i+j A; ; (A). On appelle comatrice de A la matrice des
cofacteurs de A, définie par

Com (A) = [(—1)"" A5 (A)]i jeqi,ng € Ma (K).

A; ; est ici la matrice carrée de taille n — 1 & laquelle on a retiré la ligne 7 et la colonne j. Pour retenir le signe
devant le cofacteur, il suffit de retenir le schéma suivant :

+ - + -

-+ - 4+
+ - + -

Théoréme 2.12 Développement du déterminant par rapport a une ligne ou une colonne - Admis

Soit A € M,, (K). Notons C1,...,C, et Lq,..., L, les colonnes et lignes respectives de A.

(i) Soit j € [1,n]. On peut développer par rapport & la j-éme colonne :

det A = Z (1) AijAij (A).
i—1
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(ii) Soit i € [1,n]. On peut développer par rapport a la i-éme ligne :

det A = Z (—l)iﬂ AijAij (A).

Idée de démonstration : (i) Soit j € [1,n]. Posons
(Pj A Z (—1)i+j Ai’in’j (A) .

1l suffit de montrer que ®;, en tant qu’application de (M,, 1 (K))" dans K, est n-linéaire (par rapport aux
colonnes) et alternée. ®; est donc une forme n-linéaire alternée sur M,, 1 (K), et donc il existe A € K tel
que ®; = Adet. Ensuite, on a
@5 (1) = D2 (<) 608 (1) = (~1)Y Ay (1) = 1 = det (1)
i=1
Donc A =1 donc ®; = det.
(ii) Par définition, il est clair que A; ; (A) = A;; (AT). On a alors, pour tout i € [1,n]
(S1)7 AL (AT) = D (S Ay (4).

=1

det A =det AT = @, (AT) =

'Ms

I
—

J

Corollaire 2.13

Soit A € M,, (K). Si A est triangulaire, alors

det A = ﬁ Az,z

i=1

Ce résultat est vrai en particulier pour les matrices diagonales.

/OOn en déduit qu'une méthode pour calculer un déterminant consiste a transformer la matrice associée en
matrice triangulaire supérieure par opérations élémentaires (méthode du pivot de Gauss) puis de faire le produit
des termes diagonaux.

Exemple 2.14 :
En développant par rapport a la seconde colonne puis en utilisant les formules de Sarrus, on a

? g i’ (1) 11 0 2 3 1

=-2(3 2 —2/—|1 1 0|=-2(2+8-3)—(2+4—-3)=-17
512 -1 0 4 1 0 4 1
00 4 1

Exemple 2.15 :
En effectuant les opérations élémentaires successives L; < L; — Ly pour i € [2,4],

2 1 -1 2 2 1 -1 2

0 3 -1
2 1 2 1/ o 0o 3 -1
5 1 3 4=l 2 5 _2;2 _41 _21_2><(18—2—6—|—12)_44.

2 4 =21 0o 3 -1 -1
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Le déterminant fournit une formule explicite pour trouver 'inverse d’une matrice inversible.

Théoréme 2.16

Si A est inversible, alors

—1 1

— T
= detAcom (A)T.

Le théoréme 2.16 est une conséquence directe du lemme suivant.

Lemme 2.17
Soit A € M,, (K). Alors

ACom (A)T = det (A) I,,.

Démonstration : Notons M = A Com (A)T. Alors, pour tous 7,5 € [1,n],

(1Y% Ak Ak (A).

NE

M,;J = Z Az’,k Com (A)LJ = Z A“k Com (A)j,k =
k=1 k=1

k=1

e Cas1:sii=j. Alors
n .
M;; = Z (=) A kA g (A) = det A,
k=1

ol 'on a reconnu le développement du déterminant par rapport a la ¢-éme ligne.
e Cas 2 :sii# j. Soit A’ la matrice obtenue & partir de A en remplagant sa j-éme ligne par sa i-éme ligne.

Puisque A’ a deux lignes égales, elle n’est pas inversible. En développant par rapport & la j-éme ligne, on

obtient

n n

det A" =" (=17 A5 Ak (A) = (=1)7F A (A) =0

7
k=1 k=1

Enfin, on remarque que

Aia ce Al k-1 At 1 e Ain
A (A = Aiq o Ajap— Ajigpr o Ajin| A (A
ik (A) =) A A A=Ak (A).
Jj+1,1 " j+1,k—1 Jj+1,k+1 Jj+1,n
An,l e An,k—l An,k-i—l e An,n

On en déduit que Z (—1)7tk A kAj i (A) =0.
k=1

En conclusion, M; ; = det (A) §; ; donc M = det (A) I,,. O
Exemple 2.18 :

Grace & la formule de l'inverse par le déterminant, on peut calculer facilement l’inverse suivant :
-1

1 11 1 6 -5 1
1 2 3 =3 -6 8 -2
1 49 2 =3 1
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4. Calculs de déterminants
4.1. Déterminant de Vandermonde
Définition 2.19 Matrice et déterminant de Vandermonde®
Soient (aq,...,a,) € K*. On appelle matrice de Vandermonde associée a (aq,...,a,) la matrice
1 1 1
ax as Gn
2 2 2
a a3 | = (a7 e My (K)
. . . 1<i,5<n
al™t al! an—!
On appelle déterminant de Vandermonde associé a (aq,...,a,) le déterminant de cette matrice.
Proposition 2.20
Soient (ay,...,a,) € K". La matrice de Vandermonde associée & (ay,...,a,) est inversible si, et seulement
si, les a; sont distincts. De plus,
1 1 1
a/l a2 ... an
2 2 2
@@ o -,
o |

& On trouve aussi comme définition la matrice transposée de la matrice donnée en définition. Cela n’influe
évidemment pas sur le calcul du déterminant ni sur la condition d’inversibilité.

Démonstration : Notons d, (a1, ...,a,) le déterminant de Vandermonde de taille n associée a ay,...
En effectuant successivement les opérations élémentaires L,, < L, — x1L,_1,..

développant par rapport & la premiére colonne, on obtient

y G -
.,LQ “— L2 — .’I,‘lLl, puis en

1 1 S 1 1 1 .. 1
ai as an 0 as — a1 Ay, — a1
2 2 o 2 0 2 .
aj as a, | — a5 — aias a; —aiay,
n—1 n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—2
ay as eay, 0 ay " —aia, @, o —ala,
a2 — ai ap — a1
2 —_— P 2 —
(2% aias a,, a1 Qp,
n—2 n—1 n—2
ay  — a1a; a,” = —aia,
1 1
as Gn,
=(az—a1)...(ap —a1)| . }
n—2 n—2
ag a,
n
dp(a1,...,an) = dp_1(ag,...,ay) H (a; —aq)

=2

4. Alexandre-Théophile VANDERMONDE (1735-1796) : Mathématicien et chimiste francais.
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Par une récurrence immeédiate, on en déduit que d, (a1,...,a,) = H (a; — a;). Et donc, la matrice associée est
i<j
inversible si, et seulement si, d, (a1,...,a,) # 0, i.e. les a; sont distincts. O

4.2. Déterminant tridiagonal

Exercice 2.21 :
Soient a,b € C. Calculer le déterminant de taille n défini par

a+b b (0)
dy=| ¢
. . b
(0) a a+b

fg Reponse

En développant par rapport a la premiére colonne, on a, pour tout n > 3,

b 0 0
0 a+b b (0)
dy=(a+b)dp1—al: a . . = (a4 b)dp_1 — abd,_s.
: b
0 (0) a a+b

On en déduit que la suite (d,,) est définie par une relation de récurrence d’ordre 2 dont le polynome caracté-
ristique est X2 — (a +b) X +ab= (X —a) (X —b).

e Sia #b, alors
JA,BeC,VneN d, = Aa" + Bb".

De plus,

di=a+b=(A+B)a, dy= Ad®>+ Bb*=a®>+b>+ab, A=

an+1 _ bn+1

On en déduit que d,, =
a—>b

e Sia=0b alors
JA,BeC,VneN d, =(A+ Bn)a".
De plus,
dy=2a=(A+B)a, dy=(A+2B)a*=3d>, A=B=1.

On en déduit que d, = (n+ 1) a".

4.3. Déterminant imbriqué

Exercice 2.22 :
Soient a,b,c,d € C. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c et d pour que la matrice
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a a a a
M= bbb soit, inversible.
a b ¢ c
a b c d
fgkéfonse
On effectue des opérations élémentaires pour se ramener & une matrice triangulaire supérieure.
a a a a a a a a a a a a
a b b b _ a b b _ a b b b
a b ¢ c¢|LiIli—Isla b ¢ ¢ |LycIz—I,]0 0 c—b c—b
a b ¢ d 0 0 0 d-—c 0 0 0 d-c
a a a a
_ 0 b—a b—a b—a
LotLo-L, |0 0 c¢c—b c—b
0 0 0 d—c
=a(b—a)(c—b)(d—c).
On en déduit que la matrice M est inversible si, et seulement si a # 0,a # b,b# cet ¢ # d

4.4. Fonction définie par un déterminant

Exercice 2.23 :
Soient n € N* et a,b, c € R distincts. On définit f : z +— det (A + xB), avec A, B € M,, (K) définies par :

a (0)
A= ., B=| (1)

© o«

Déterminer une expression simple pour f.

ﬁk&fwuse
Pour tout € R, on effectue les opérations élémentaires C; < C; — C; pour i € [2,n]. On obtient alors
a+x b+x b+ax - b+x a+x b—a b—a --- b—a
c+x a+x b+zx -+ b+t+x c+x a—c b—c -+ b-—c
flx)y=| : c+z . =] 0 ' ’ :
: : o b+ T, T =g
c+x c+x .- c+z a+x c+zx 0 0 a-—c
1 b—a b—a --- b—a a b—a b—a --- b—a
1 a—c¢c b—c -+ b-—c c a—c b—c -+ b—c
=z 0 R e
: : : b—c : : .. b—c
1 0 0 a-—c c 0 0 a-c
La fonction f est donc un fonction polynomiale de degré inférieur & 1, donc il existe «, 3 € R tels que
f:x— azxr+ B. On pourrait alors calculer les deux déterminants obtenus précédemment. Une autre méthode
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est d’évaluer f en —bet —c:

a=b 0 - 0
Fen=T T T @, fd= o
: % %5 0
c—b - ¢c—b a->b

On en déduit que

{—ab—&—ﬁz (a—b)"

CactB=(a-" alb—c)=(a—c)" —(a=b)", Bb-—c)=bla—c)" —cla—0)",

Donc
Ve € R, f(ﬂf):(a_C)biia_b) x+b(a_C)b:Z(a_b)
_ (a— )" (a—b)"
== (z+b)+ o (x+c).

On remarque que f est bien symétrique en b et ¢, car det (A + xB) = det ((A + xB)T).

4.5. Matrice compagnon

Exercice 2.24 :
Soient a,b,c,d,e € C. On pose

000 0 —a
1 0 00 —b
M=1]10 1 0 0 —c
0 01 0 —d
00 0 1 -—e

Pour tout A € C, calculer —det (M — \I,).
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fg Réponse

En développant par rapport a la derniére colonne, on a

-A 0 0

0 —a
1 =x 0 0 —b
—det (M — \I,) = — 1 =X 0 —c

0
0 0 1 =X —d
0

1 =) (0) A0 (0) ) (0)
I R R s 01 = el A0
-a 0 1 -\ 0 1 —i"°€ 0 1 -\
(0) 0 1 (0) 0 1 (0) 0 1
A0 (0) D) (0)
1 —X 0 1 —X 0
—d 1 —a of|tltd 1 —A 0
(0) 0 1 (0) 1 -\
A0 0 A 0 0
=a+bA—cA| 0 1 =X+dr|1 =X 0|+eX*+N
0 0 1 0 0 1

=a+bA+cA?+dX3 + et + )5,

o

On dit que la matrice M est la matrice compagnon du polynéme a + bX + ¢X? +dX? 4+ eX?* 4+ X5. On reverra
cette notion trés importante dans le chapitre de réduction des endomorphismes et des matrices.

III Déterminant et systémes linéaires

Dans toute cette section, n et p sont deux entiers naturels non-nuls.

1. Solutions d’un systéme linéaire

WDéﬁnition 3.1 Systéme linéaire

On appelle systéme linéaire @ n équations et p inconnues toute équation vectorielle (d’inconnue X) de la
forme

() : AX=B, XeM,1(K),AeM,,(K),BeM,1(K)

A est appelée matrice du systéme linéaire (S) et B est appelé second membre. On appelle systéme homogéne
associé a (S) le systéme

(So) : AX =0p.

Une unique équation vectorielle (d’inconnue X) est équivalente & n équations scalaires (d’inconnues Xy, ..., X,,) :
A1,1X1 —+ -4 ALPXP = Bl

A1 X1+ -+ A4,X, =B

AX — B 2,1X1 + -+ A2 p Xy 2

An’le + -4 An;po =B,
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Définition 3.2

Soit (S) un systéme linéaire dont la matrice associée est A. On définit alors le rang du systéme par rg (S) =
rg (A).

Proposition 3.3 Structure des solutions du systéme homogéne

Soit (S) un systéme linéaire & n équations et p inconnues. L’ensemble des solutions de (Sp) est un espace
vectoriel de dimension finie. Sa dimension est p —rg (.5).

Démonstration : Soit A la matrice associée a (.5), et soit X € K". Alors, par définition,
X est solution de (Sp) <= AX =0, < X €ker A.

En conséquence, I'ensemble des solutions de (Sy) est ker A, qui est un espace vectoriel de dimension finie, et
d’aprés le théoréeme du rang,

dimker A = dim M, (K) —rg(A) =p —rg(S).

Proposition 3.4 Structure des solutions du systéme homogéne

Soit (S) : AX = B un systéme linéaire a n équations et p inconnues. Alors

(i) Si B ¢ Im A, (S) n’admet pas de solutions.
(ii) Si B € Im A, alors (S) admet au moins une solution X, et I'’ensemble des solutions de (S) est

X, +ker A = {X, + Xo/Xo € ker A}.

C’est un type de structure qu’on appelle un espace affine.

Démonstration : Le point (7) étant évident, on suppose que B € Im A. Par définition, il existe X,, € M,, 1 (K)
tel que AX,, = B, donc X, est une solution. Soit X € M, ; (K), alors

AX =B <= AX =AX, <= AX-X,)=0,1 <= X - X, cker4
— JXp €kerd, X =X, + Xo.

2. Systémes de Cramer

Maintenant qu’on a vu Pexistence de solutions de (5) et la forme de leur ensemble, lorsqu’il n’est pas vide, on
s'intéresse & 'unicité des solutions et & leur calcul effectif. Pour A € M,, ,, (K), remarquons que l’application
X = AX

e n’est pas surjective sin > p (car rg A < p < n);
e n’est pas injective si n > p (car rg A < n < p).

On en déduit que pour avoir existence et unicité des solutions, une condition nécessaire est n = p.
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Définition 3.5 Systéme de Cramer®

Soit (S) un systéme a n équations et n inconnues. On dit que (S) est un systéme de Cramer si rg (S) = n.

Pour déterminer si un systéme est de Cramer, le plus simple est souvent de calculer un déterminant : (S) est
de Cramer si, et seulement si, la matrice associée est de déterminant non-nul.

s N

Théoréme 3.6 Formule de Cramer

Soit (S) : AX = B un systéme linéaire & n équations et n inconnues. Si (S) est un systéme de Cramer, alors
A est inversible, et (S) admet une unique solution X définie par

. 1
Vi € [[l,n]], X, = mdet[C&,...,C’i_l,B,C’iH,... ;On}-

ou C1y,...,C, sont les colonnes de A.

\ J

Démonstration : Sin =rgS =rgA alors A € GL,, (K). Alors on sait qu’il existe un unique X € M, ; (K)
tel que AX = B. Donc (S) admet une unique solution X = A™'B = —— Com (A)" B. Alors, pour tout
i €[1,n],

1 < it 1
Xi = detA ]:Zl (71) +i BzAzj = mdet[cl,. . ~,C’i—1,B,Cz‘+1, .. -7Cn]7

car on a reconnu le développement du déterminant par rapport a la i-éme colonne de la matrice [C1,...,C;—1, B, Cit1, ..., Ch].
O

Pour résoudre un systéme linéaire AX = B, on pourra utiliser la méthode que l’on souhaite : le résoudre
directement, calculer A~! par la méthode de son choix, ou utiliser la formule de Cramer. Cette derniére convient
particuliérement

e aux systéme de 2 équations & 2 inconnues ;
e aux systémes a parameétres;
e aux systémes dont on sait calculer facilement le déterminant de la matrice associée.

Attention, la formule de Cramer n’est valable que pour les systémes de Cramer, ce qui exclut tous les systémes
a n équations et p inconnues quand n # p.

Exercice 3.7 :
axr +by =«

Soient a,b,c,d € R* et soient «, 8 € R. Résoudre le systéme
cx+dy=0

fg Reponse

’ Cas1l:ad—bc#0 ‘ Le systéme est de Cramer et posséde une unique solution

L= wasve’ Y aaTve

ad — b aa — fe

Cas2:ad—bc=0 ‘ Le systéme n’est pas de Cramer. Donc il existe A € R* tel que

ad=be, C=x=2 c—xa d=i
c d

5. Gabriel CRAMER (1707-1752) : Mathématicien suisse.
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Donc

ax +by =« ax +by =« ax +by =«
<~ <~ 8
cx+dy=p0 Aax + \by = (3 ar +by = %

ax +by =«

n’a pas de solutions.
cx+dy=p

’Cas 2a : 0 # Aa ‘ Le systéme {

]Cas2b:5:Aa\ona

= ax+tby=a <= (z,y) € (%70)+Vect(—b,a).

ax +by =«
cx+dy=p

Exercice 3.8 :
r+y+z=1

Soient a,b,c,d € K avec a, b, ¢ distincts. Résoudre le systéme ¢ ax + by + cz = d
a’r + by + Ptz =d?

ﬁ Reponse

Le systéme est de Cramer car le déterminant de la matrice associée est un déterminant de Vandermonde
non-nul : il vaut § = (¢ — b) (¢ — a) (b — a). D’apreés la formule de Cramer, on a

L ; 11) i _(e=d)(b-d)(c=b) _(c=d)(b—d)
0l 2 2| (—a)b—a)(c=b) (c—a)(b—a)
De méme,
po c=d)(d— ,_(@d=b(d-a)
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A connaitre a la fin du chapitre

Déterminants

e Connaitre la définition du déterminant dans une base et le lien entre base et déterminant.

e Connaitre la définition du déterminant d’un endomorphisme et le lien entre bijectivité et déterminant.

e Connaitre la définition du déterminant d’une matrice et le lien entre inversibilité et déterminant.

Opérations matricielles

Savoir calculer en pratique un déterminant en dimensions 2,3,4 et 5.

Utiliser les opérations matricielles en théorie pour calculer des déterminants en dimension n.
Connaitre la formule de l'inverse par le déterminant, et savoir dans quels cas il est utile de I'utiliser.
Appliquer les formules de Cramer.
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CHAPITRE 10

ESPACES PREHILBERTIENS

Pré-requis :

e Espaces vectoriels.
e Matrices.

Dans tout le chapitre, sauf mention contraire, F et F' sont des R-espaces vectoriels.

I Produit scalaire et norme

1. Produit scalaire

Définition 1.1 Produit scalaire

Soit ¢ € F (EZ,R). On dit que ¢ est un produit scalaire sur E si :

(i) @ est bilinéaire.
(ii)  est symétrique :

Ve,y € B, ¢(z,y) =¢(y,2).
(iii) ¢ est positive :
Vee E, ¢(z,z)>0.

(iv) ¢ est définie :

Vee E, ¢(r,r)=0 < x=0.

Dans la suite, on notera généralement les produits scalaires < z,y >. Il existe d’autres notations possibles : x -y
ou (z]y) parmi les plus courantes.

Exemple 1.2 :
1

On a vu dans le cours d’intégration que lapplication (f,g) — / f () g(t)dt est un produit scalaire sur
0

C° ([0,1],R). Ce n’est pas un produit scalaire sur C°, ([0, 1], R). &
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Remarque 1.3 : Une conséquence directe : pour tout z € F, on a < x,0 >=< 0,z >= 0. En effet,

<z, 0>=<z,—0g>=—-—<2z,0>, <z,0>=0.

WDéﬁnition/Proposition 1.4
Soit n € N*. L’application définie pour tous z = (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € R™ par

n
<,y >=) iy

i=1

est un un produit scalaire sur R™. On appelle produit scalaire usuel (ou canonique).

Démonstration : Soient z,z’,y € R", \,\ € R.
e On a
n n n
<Az +Ni'y>= Z(/\xL + Ny, = )\in —|—)\’Zx§yi =A<a,y>+N <2y >,
i=1 i=1 i=1
alors < -,- > est linéaire & gauche. De méme, on montre que < -,- > est linéaire & droite.

n n
e Par définition, < z,y >= szyl Zylxz =< y,z > .Donc < -,- > est symétrique.
i=1 i=1

n

e Ona<ux,x>= chf > 0. Donc < -,- > est positive.
i=1

e Remarquons que, pour tout i € [1,n], zZ > 0. Donc

<zyx>=0 < le:o — Vie[l,n],2? =0 < x=0.
i=1

Donc < -, - > est définie.

Le produit scalaire usuel sur R? ou R? est déja bien connu, méme si on le note plutot u - v :
(u1,uz) - (v1,v2) = ugv1 + Ugva.

Exemple 1.5 :
L’application définie pour tous P, Q) € R[X] par

+oo
<PQ >:/ P#)Q(t)e "dt
0

est un produit scalaire sur R[X].

Exercice 1.6 :
Soit n € N*. Montrer que I’application définie pour tous 4, B € M,, (R) par

< A,B>=Tr(ATB)

est un produit scalaire sur M, (R).
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fg Réponse

Par le calcul, on montre facilement que, pour tous A = [a; ;|, B = [b; ;] € M,, (R),
<A,B>="Tr (ATB) = Z ainiJ‘.
1<i,j<n

C’est donc le produit scalaire usuel dans M, (R) ~ R™ .

Définition 1.7 Espace préhilbertien et espace euclidien

Soit, E un R-espace vectoriel. On dit que E est un espace préhilbertien réel si E admet un produit scalaire.
On dit que FE est euclidien si E est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

WThéoréme 1.8 Inégalité de Cauchy'-Schwarz>

Soit E un espace préhilbertien réel. Alors, pour tous x,y € F, on a

| <z,y>| < V<zax>/<y,y>.

De plus, il y a égalité si, et seulement si, la famille (z,y) est liée.

Démonstration : Pour A € R, on pose

P(A\)=<Xz+y A x+y> (%)
=A<z dr+y>+<y xty>=N<zr>+\<z,y>+A<y,z>+ <y y>
=M<z r>r<z,y>+<yy>. (%)

Ces égalités sont vraies par linéarité et symétrie du produit scalaire. D”aprés (%), P est un polynome de degré
inférieur ou égal a 2.

Siz =0,alors | < 2,y > | =0 =<z, >/<y,y>. Linégalité de Cauchy-Schwarz est

vérifiée, et c’est une égalité (et (z,y) est liée).
Cas2: 2 #0| Alors < x,z ># 0 car le produit scalaire est défini, et donc P est un polynome de degré 2.
D’aprés (x) et par positivité du produit scalaire, on a

VAER, P(\)>0.

Le discriminant A de P est donc négatif. On a
A=d<gy>r—d<z,z><yy><0,
d<zy>i<d<za><yy>
| <z,y>| <V<z,z>/<y,y>.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est bien vérifiée. De plus,

|<z,y>|=vV<z,z>/<yy> < A=0
<~ JAeR, P(N)=0
<— JAeR, <X x4y x+y>=0
<~ ANeR, Xx+y=0
< (x,y) est lice.

1. Augustin Caucay (1789-1857) : Mathématicien francais.
2. Hermann ScHwaRrz (1843-1921) : Mathématicien allemand.

i
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Attention, la réciproque de la derniére équivalence est vraie uniquement car x # 0. O

2. Norme

Définition 1.9 Norme
Soit N € F (E,R). On dit que N est une norme si :

(i) N est définie :
Ve e E, N(x)>0.
(ii) N est positive :
VeeE, N(z)=0 < z=0.
(iii) NV est homogéne :
Vee E,AeR, N(Ax)=|A\N(z).
(iv) N vérifie I'inégalité triangulaire :

Ve,ye E, N(zx+y)<N(x)+N(y).

Dans la suite, on note généralement les normes ||z||.

Définition/Proposition 1.10 Espce préhilbertien®

Soit E un espace préhilbertien réel. Alors ’application définie pour tout = € E par

o]l = v<z, 2>

est une norme sur E. On appelle norme euclidienne.

Démonstration : D’abord, lapplication || - || est bien définie, car < -,- > est positif par définition. Soient
z,y € Fet AeR.

Puisque x — /7 est positive, il est clair que ||z| > 0. Donc || - || est bien définie.
Puisque < -,- > est défini, on a

| =0 <= V/<z,2>=0 <= <z,2>=0 <= z=0.

Donc || - || est bien positive.
Puisque < -,- > est bilinéaire, on a

IAz|| = V< Az, dx > = VA2 <a,z > = |\V< 2 > = |||z

Donc || - || est bien homogene.
Par linéarité et symétrie de < -,- >, on a

le+ylP=<z+yxzt+y>=<ztyz>+<z+yy>
=<z, z>+<z,y>+<y,r>+<yy>=<z,r>4+2<z,y>+<y,y >
= [lz)* +2 <@,y > +|yl?,
(=l + lyID* = Nl + 2l llyll + Iyl

3. David HiLBeRT (1862-1943) : Mathématicien allemand. La structure préhilbertienne est un pré-requis pour parler d’espaces
de Hilbert.
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D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, < z,y ><| < z,y > | < ||z||.||y||, donc || - || vérifie bien I'inégalité
triangulaire.

O

Remarque 1.11 (Distance) : Une norme permet de définir une distance par
VI,yGE, d(z,y):Hy—LEH

Une distance vérifie les trois axiomes suivants :

C’est avec cette notion que l'on peut définir les notions de suites et de convergence dans des espaces plus
généraux que R ou C (les espaces normés, ou les espaces métriques). &

Proposition 1.12 Identités remarquables

Soient E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire < -, >. On note || - || la norme associée.
Alors, pour tous x,y € FE,

Q) o+ gl = Jol]>+2 < 2, > +]y]
(i) flz — yll* = lall* —2 < . > +lyl]*.
(i) <z +y,2—y >= |l = |y

Démonstration : Pour tous z,y € E, on a

le+ylP=<z4+y,z24+y>=<z+y,z>+<z+yy>
=<z, x>+<,y>+<yr>+<yy>=<z,r>+2<z,y>+<y,y>
= ||zl +2 < 2,y > +[ly]*.

D’apres la formule (¢), on a alors
lz =yl = ll=* + 2 <z, —y > +]| = yl* = |2l =2 < 2,y > +]y]|*.

Enfin, en développant de la méme maniére, on a <  +y,z —y >= ||lz||* — |ly||*. O

Proposition 1.13 Identité du paralélogramme

Soient E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire < -,- >. On note || - || la norme associée.
Alors, pour tous z,y € E,

Iz +3l* + llz = ylI* = 2 (Il=]1* + llylI*) -

Démonstration : D’apreés les identités remarquables, on a, pour tous z,y € F,

lz+yl? + llz =yl =l + 2 < 2,y > +llyl* + 2> = 2 < 2,y > +llyl* = 2 (l=]* + lly]I*) -
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WProposition 1.14 Identité de polarisation
Soient F un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire < -,- >. On note || - || la norme associée.

Alors, pour tous x,y € FE,

(1) <z,y>= - (le+yll* —llz - y]?).

DO | | =

(i) <ay>= (lo+yl* = ll=l* = yl*) -

Démonstration : D’aprés les identités remarquables, on a, pour tous x,y € F,

lz+yl* =z = yl* =2l + 2 < 2,y > +l|y|* = 2> +2 <2,y > —[yll* =4 <2,y >.

Exercice 1.15 :
Soient a < b et E = C°([a,b],R). Pour f € E, on définit

N(f)=r[r;i>]<|f\-

1. Montrer que N est une norme sur F.
2. Montrer que N ne satisfait pas l'identité du parallélogramme. Que peut-on en conclure ?

g Reponse

1. N est bien définie, car si f € E alors |f| € C°([a,b]). Puisque [a,b] est un segment, |f| est bornée et
atteint ses bornes, donc I[Ilal;}]( | f| existe. Soient f,g € E et A € R.
a,

e N est clairement positive par définition.
e Il est clair que f =0 = N (f) = 0. De plus

N(f):Oér[I;éﬁ(\ﬂ:O,éVxG[a,b],|f(:c)|SOéVa:E[a,b],f(x):()éf:O.

o Il existe ¢ € [a,b] tel que |f (¢) | = mal;)]( | f]- Pour tout z € [a,b], on a

)

IAf (@) | < IALLF ()] = [AIN (), I[Iﬁ]d)\fl SPAIN(), NS <AIN(S)

De plus
IAf ()| = AN (f), r{;ébf\Afl =[AIN(f), NQS)=I[AN(f).

e Il existe ¢,d € [a,b] tels que |f (c) | = r[nab)](|f| et |g(d)| = r[rlab)]< lg|. Alors, pour tout x € [a, b],
a, a,

£ @)+9@)] <17 @)1 +19@)| <1 @) +19 (@) | = max|f] +max|g,

donc < .
i LR i i
a et g =1— f. Les fonctions f et g sont continues sur [a,b] on a

2. Posons f:zHZ

N(f)=1, N(g)=1 N(f+g)=1, N(f-g) =1L
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Donc N ne vérifie pas 'identité du parallélogramme. On en déduit que N n’est pas une norme eucli-
dienne.

3. Structure complexe et produit hermitien

Pourquoi choisit-on de travailler seulement dans le cas réel 7 Une fois n’est pas coutume, il existe une grosse
différence entre le cas réel et le cas complexe en ce qui concerne les produits scalaires.

Dans le cas complexe, on remarque que le "produit scalaire usuel" n’est pas un produit scalaire. En effet,
I’application

(c2)? — C

((21,22), (21, 22)) = 2121 + 222

n’est pas positive : ¢ ((4,4), (i,4)) = 2i* = —2. Toute la théorie batie jusqu’alors ne fonctionne plus. Dans le cas
complexe, il faut parler de produit hermitien.

WDéﬁnition 1.16 Produit hermitien*

Soit E un C-espace vectoriel, et soit ¢ € F (E®, C). On dit que ¢ est un produit hermitien sur E si :

(i) ¢ est sesquilinéaire :

A = T
Vr.y.z € EVAueC, oAz + py, z) = Mo (z,2) + e (y, 2)
(2, Ay + pz) = Mg (z,y) + pe (2, 2)

(ii) ¢ est hermitienne :

Ve,y € B, ¢(z,y) =¢(y,2)
(iii)  est positive :
Vi€ B, o) >0

(iv) ¢ est définie :

Vee E, ¢(z,z)=0 < xz=0.

s . .- . . ,
Sans rentrer dans les détails, c’est avec une structure hermitienne complexe qu’on aura les mémes résultats
qu’un produit scalaire réel. on dira alors que F est un espace préhilbertien complexe si E est muni d’un produit
hermitien.

Exemple 1.17 :
Le produit hermitien usuel sur C" est

cp((zl"'wzn)7(Zia'~'vZ:1)) = ZZ’Z;
1=1

4. Charles HERMITE (1822-1901) : Mathématicien frangais.
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II Orthogonalité

Les notions de produit scalaire et de norme sont le bon cadre pour parler d’angles et d’orthogonalité. C’est ce
dernier concept auquel on s’intéresse maintenant.

Dans toute cette partie, F est un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire < -,- >. On note || - || la

norme euclidienne associée.

& Tout ce qu’on raconte dans la suite dépend fortement du produit scalaire choisi au départ.

1. Familles orthogonales ou orthonormées

s N

Définition 2.1 Orthogonalité

Deux vecteurs z,y € E sont dits orthogonauz si < z,y >= 0.
Une famille (ou un ensemble) A de vecteurs de E est dite orthogonale si, pour tous z,y € A, < z,y >= 0.

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonauz si, pour tous x € Fiy € G, < z,y >= 0.

\ J

WDéﬁnition 2.2 Vecteur unitaire et famille orthonormeée

Un vecteur x € E est dit unitaire si ||z|| = 1.

Une famille (ou un ensemble) A de vecteurs de E est dite orthonormée si

1 siz=
Vr,y € A, <w,y>={ . Y
0 sinon

Autrement dit, une famille orthonormée est une famille orthogonale dont tous les vecteurs sont unitaires.

Exemple 2.3 :
La base canonique de R"™ est orthonormée pour le produit scalaire usuel. &

Proposition 2.4

Toute famille orthogonale dont les vecteurs sont non-nuls est libre. En particulier, toute famille orthonormée
est libre.

Démonstration : Soit A = (7;),.; une famille orthogonale (non-vide) dont les vecteurs sont non-nuls. Soit
J une partie finie de I et soit (\;),c; € R’ tel que

e
Alors, pour tout k € J, on a
<z, T} >= Z/\Z' < T, T >= )\kak” =0.
ieJ

Or zj # 0 donc A\ = 0. Ceci étant vrai pour tout k € J, on en déduit que (z;);c; est libre, et donc (z;);.; est
libre par définition.
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Une famille orthonormée étant une famille orthogonale dont les vecteurs sont unitaires, ils sont en particulier
non-nuls. O

I N

WProposition 2.5 Méthode d’orthonormalisation de Gram?-Schmidt®

Soient p € N* et A = (z1,...,2,) une famille libre de E. Alors il existe une famille orthonormée A" =
(u1,...,up) telle que

Vk e [1,p], Vect(xy,...,xx) = Vect (ug,...,ug).

Démonstration : Remarquons que les x; ne sont pas nuls car A est libre. On raisonne par récurrence finie
en construisant la famille A" au fur et & mesure.

Initialisation | Posons u; = ﬁ Alors la famille (u1) est bien orthonormée et on a Vect (1) = Vect (ug,).
Z1

Soit k € [1,p — 1]. Supposons que (ug, ..., u) soit orthonormée et vérifie

Vi e [1,k], Vect(z1,...,z;) = Vect (ug,...,u;).

On va donc construire uy41. Posons F' = Vect (z1, ..., zr) = Vect (uq,...,ux) et
k /
, x
p= Z < XTpa1,U; > Uy, T =Tpy1l — P, Ukl = m
i=1
Puisque (x1,...,7,41) est libre, 2x41 ¢ F, mais p € F, donc 2’ # 0 et donc ugyq est bien défini. Alors, pour

tout ¢ € [1, k],

k k
< x’,ui > =< T41,U; > — <Z < Tlt1,Uj > uj,ui> =< Tk41,U; > —Z < Tht1, Uy >< Uj, Ui >

j=1 j=1

=< P41, U; > — < Tgy1, U > Huz||2 =0,

1
< Uk41,U; > = m < :z:’,ui >= 0,
ol = 2| = 124 =
(eI |
La famille (ug,...,urs+1) est donc orthonormée. Puisque p € F, ug11 € Vect (21, ..., 2,4+1) donc
Vect (ug,...,ugt1) C Vect (x1,. .., T41) -
De méme, x41 € Vect (ug, ..., ur+1) donc
Vect (21, ..., 2k+1) C Vect (w1, ..., uk+1), Vect (uy,...,uxr1) = Vect (z1,...,Z511) .

Remarque 2.6 : Hors son aspect théorique important, il convient de savoir mettre en place cet algorithme
en pratique pour transformer une famille libre donnée en famille orthonormée. Le choix du vecteur p dans la
preuve n’est pas anodin. On verra plus tard qu’il s’agit de la projection orthogonale du vecteur xy11 sur F. Le
vecteur 2’ est alors orthogonal & F, et ugy1 est une simple renormalisation de z’.
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Th+1

¢

& La famille orthonormée n’est pas unique (on peut l’assurer sous certaines conditions). C’est simple & com-
prendre : a chaque étape, on peut choisir ug1 ou —ug41.

Théoréme 2.7 Théoréme de Pythagore”

Soit A = (x1,...,x,) une famille orthogonale. Alors
P 2
> ok =D lleul”
k=1 k=1

Démonstration : On a :

k=1 i=1 j=1 i=1 = 1<i,j<p
p p
=3 <zpap>= Y [l
k=1 k=1

2. Orthogonal d’une partie

WDéﬁnition/Proposition 2.8 Orthogonal d’une partie
Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A ’ensemble

At ={z € E/Nac A, < z,a >=0}.

Alors A est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : D’abord, A* C E par définition, et E est bien un espace vectoriel. Ensuite, 0 € A+ de
maniére évidente. Enfin, pour tous z,y € AL et A\, € R,

Va€e A, <d+uy,a>=A<z,a>4+pu<y,a>=0,

donc Az 4+ py € AL, Donc AL est un sous-espace vectoriel de E. O

7. PYTHAGORE (vers 500 av. J.C.) : Mathématicien grec.
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W Proposition 2.9

Soit A une partie de E. Alors A+ = (Vect A)™.

Démonstration : Puisque A C Vect A, on en déduit directement par la définition que (Vect A)J' C A*. Soit
x € A*, soit a € Vect A. Alors il existe aq, ... sap € Aet A, ..., A € R tels que

p p p
a:Z/\kak, <x,a>= <:C,Z)\kak>22)\k<x,ak >=0.
k=1

k=1 k=1
Donc z € (Vect A)*, donc At = (Vect A)*. O

Exercice 2.10 :
Soit F = C° ([0,1],R) muni du produit scalaire défini par

1
Vf.geF, <f,g>:/0 £ (1) g (t)dt.

Soit F = {f € F/f (0) = 0}.

1. Montrer que F' est un hyperplan de F.
2. Montrer que F*+ = {0}.

g Eé_)que

1. F =kerg avec ¢ : f+— f(0). L’évaluation d’une fonction est classiquement une forme linéaire. De plus
%) (T) =1%# 0 donc ¢ # 0; on en déduit que F' est un hyperplan de E.

2. Soit f € F*. Alors on remarque que f : z — z.f (z) € F. En particulier

1
<],cv,f>=/0 of (z)? de = 0.

Or la fonction z — zf (33)2 est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], on en déduit qu’elle est
identiquement nulle. Donc

V>0, f(z)?=0, f(z)=0.

Par continuité, on a aussi f (0) = 0 et donc f = 0. D’ou F- = {0}.

3. Espaces euclidiens

Définition 2.11 Espace euclidien®

Soit E' un R-espace vectoriel. On dit que E est un espace euclidien si E est muni d’un produit scalaire et si
E est de dimension finie. Autrement dit, c’est un espace préhilbertien réel de dimension finie.
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Remarque 2.12 : Tout R-espace vectoriel de dimension finie F est un espace euclidien . La notion d’ortho-
gonalité dans F dépendra alors de la base choisie au départ. En effet, il faut montrer que E admet un produit
scalaire. F posséde une base B = (ey,...,e,). Pour tous =,y € E de coordonnées respectives dans la base B
(x1,22) et (y1,y2), on définit

=1

Alors f € F (EQ, R) et on peut montrer sans probléme que f est un produit scalaire : il suffit de copier la preuve
de la proposition 1.4. O

Proposition 2.13

Tout espace euclidien admet une base orthonormée.

Démonstration : Si E est un espace euclidien, alors E posséde une base B. En appliquant 1’algorithme de
Gram-Schmidt & B (qui est libre), on obtient une famille B’ orthonormée (donc libre). De plus E = Vect B =
Vect B’ donc B’ est génératrice, c’est donc une base orthonormée de E. O

Proposition 2.14

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. Alors :
(i) Fo Ft=E.
(ii) dim (F*) =dimE — dim F.
(i) (FLY)" =F.

Démonstration : (i) F étant lui aussi un espace euclidien, il posséde donc une base orthonormée Br =
(ul, NN ,up).

F® G = FE|Soit x € E. Guidés par la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on pose

/

p
p=Z<x,uk>uk, r =x—0p.
k=1
Alors il est évident que z = 2’ + p et que p € Vect (uq,...,u;) = F. D’autre part, pour tout i € [1,p],

p /4
<@ up >=< x,u; > —<Z < xuy >uj,ui> =<z > =Y <auy >< g, u >= 0.

Jj=1 Jj=1

Donc z’ € (ug, ... ,up)L = (Vect (ug, ... ,up))l = F1. On en déduit que z € F+F* et donc F+F* = E.

FNF*+={0}|Soit z € FNF*. Alors < 2,2 >= 0 (car ¢ € F et € F*) et donc z = 0, donc

FNF*+={0}.

(if) C’est une conséquence directe du point ().

(iii) Soit = € F. Alors, pour tout y € F+, < .y >= 0 donc z € (FJ‘)J_. Donc F' C (FJ‘)J_. D’aprés le point
(ii), on a

dim (F1)" = dim B — dim F* = dim F, F = (F4)"

8. EucLIDE (vers 300 av. J.C.) : Mathématicien grec.
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& Ces propriétés ne sont pas vraies en dimension infinie (c’est-a-dire pour un espace préhilbertien non-
euclidien). On s’en convaincra a ’aide Iexercice 2.10.

Exercice 2.15 :
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E.

1. Montrer que si F' C G alors Gt C Ft.
2. (a) Montrer que (F + Q)" = F-nG*.
(b) Montrer que (FNG)" = F++ G*.

fgkéfonsa
1. Supposons que F' C G. Alors soit z € G*. Donc pour tout y € G, < z,y >= 0. En particulier, pour
tout y € F, < z,y >=0, et donc z € F+. D’oa G+ C F+.
2. (a) F C F+G donc d’aprés la question 1, (F 4+ G)" C F*. De méme, (F 4+ G)" C G*. On en déduit
que (F—I—G)J' C FYNGt. Soit £ € FL N GE. Pour tout y € F + G, il existe (yr,yg) € F x G tel
que y = yr + yg- Alors

<z, Yy >=<x,Yr +yg >=< x,yr > + < z,yc >=0+0=0.

Donc z € (F 4 G)* et donc (F + Q)" = F- nG*.
(b) D’aprés la question précédente, et puisque (FL)L =Fet (GJ‘)L =G,

(FNG)* = ((F4)"n (Gi)l)l = ((#* + GL)L)l —Ftyat

WDéﬁnition 2.16 Projecteur et symétrie orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. On appelle projecteur orthogonale (resp. symétrie
orthogonale) le projecteur (resp. la symétrie) sur F parallélement a F*.

Ces deux applications sont bien définies car, si F est un espace euclidien, on a bien F & F+ = E.

W Proposition 2.17

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. On définit respectivement p et s le projecteur et la
symétrie orthogonaux sur F. Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de F'. Alors, pour tout z € E,

P P
p(a:):Z<x,ek>ek., 5(z):2z<x,ek>ekfx.
k=1 k=1

P

Démonstration : Soit f:z — Z < x,er > er. On va montrer que f est le projecteur orthogonal sur F. Il
k=1

est clair que Im f C Vect (eg) = F et, pour tout k € [1,p], on a

p

[ (ex) ZZ <ep, € >e€ =ep, fp=Idr.

i=1

n
=>4
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Donc f? = f, donc f est un projecteur. On a Im f C F et, pour tout k € [1,p], f (ex) = ex donc ex € Im f
donc F' CIm f. D’ou Im f = F. Soit € E. Alors

P
r€kerF <— Z <zep>e,=0 < Vje[l,p],<z,ep>=0 (car B est libre)
k=1
— z€ Bt < =z e Vet (B)"

«— g e Ft

Donc ker f = F*. Donc f est la projection sur F parallélement a F-. On en déduit que f = p. Puisque
s = 2p — 1Id, la formule pour s est alors évidente. O

Exercice 2.18 :
On considére £ = Ry[X].

4 4 n
1. Pour P,Q € E, tels que P = Zaka et Q = Zkak, on note < P,Q >= ZQkakbk.
k=0 k=0 k=0
(a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur E.
(b) Déterminer Ro[X]*.
(c¢) Déterminer I'expression du projecteur orthogonal sur Ra[X].

1
2. Mémes questions avec < P,Q >= / P(t)Q (¢)dt.
—1

ﬁ Reponse
1

. (a) Exactement comme pour le produit scalaire usuel.
4

(b) Soit P = Zaka € E. Alors
k=0

PeRyX]t < VAeK, Xag=0 < ao=0.

On en déduit que Ro[X]* = Vect (X, X2, X?, X*).
(c) Notons 7 la projection orthogonale sur R;[X]. Il faut d’abord trouver une base orthonormée de

R;[X]. Notons B = (1, X). Alors, en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
X X2

17777
N

a B, on trouve une nouvelle base orthonormée B’ = < ) On en déduit que, pour tout

4
P=> a,X*€cE,
k=0

X\ X X2\ Xx?
7(P)=<P1>14+(P,~=)—=+{(P,—)— =ag+a1 X +aX°
" (P75t (P ) o m oot axse

1
2. (a) On sait que (f,g) — / fg est un produit scalaire sur C° ([—1, 1], R). Puisque F est un sous-espace

=

vectoriel de C° ([~1,1],R), < -,- > est un produit scalaire sur E.
4
(b) Soit P = Zaka € E. Alors
k=0

1
P € Ro[X]* <:><P,1>:0<:>/ P(t)dt=0
-1

2 2
< 2a0+§a2+ga4:0

< P e Vect (3X*-1,5X* -1, X,X°)
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D’ott Ro[X]* = Vect (3X% —1,5X* — 1, X, X?).
(c) Notons 7 la projection orthogonale sur R;[X]. Il faut d’abord trouver une base orthonormée de
R;[X]. Notons B = (1, X). Alors, en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

1 2
a B, on trouve une nouvelle base orthonormée B’ = <\@’ \/gX, \/;X2> . On en déduit que, pour

4
tout P = Zaka e E,
k=0

7 (P) =< P,% > % + <P, \/§X> \/§X+ <P, \/3X2> \EX2 =.
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Pour aller plus loin

e Espaces normés, espaces métriques
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