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Au cours de ce développement, on montre plusieurs choses : on caractérise le dual de M, (R) a I’aide de la trace,
on démontre que 1’enveloppe convexe de O,,(R) est la boule unité fermée B associée a la norme subordonnée a
Il |2 puis que O,,(R) est en fait I’ensemble de ses points extrémaux. Il s’agit d’un développement long mais faisant
appel a de nombreuses notions d’algebre linéaire.

Les normes considérées seront la norme || - ||2 pour les vecteurs et la norme || - ||, pour les matrices.
Lemme 1 (caractérisation du dual de M, (R))
Le dual de M,,(R) est exactement

Mu(R) = {pa: M v Tr(AM)/A € M, (R)}

Preuve du lemme :

Notons @ : A — ¢4 définie comme au-dessus. La linéarité de la trace montre que p4 € L(M,(R),R) et donc
¢ € L(M,(R), M, (R)"). En comparant les dimensions de M,,(R) et de son dual,, il reste juste & montrer que
est injective. Soit A € M,,(R) telle que ¢4 = 0. Si on note (£;;)1<,,j<n la base canonique de M,,(IR), on a alors

Jinvite mes lecteurs a faire au moins une fois le calcul pour étre a 1’aise 1a-dessus, mais il n’y a rien de difficile.
On déduit donc que A = O, ce qui conclut la preuve du lemme.
O

Theoréeme 1
On a

Conv (0, (R)) =B

Preuve du théoréme 1 :

Remarquons tout de suite que B est convexe et que
NecO0,R)= Q=1
On a donc Conv (O,,(R)) C B. Reste a montrer I’inclusion inverse.

Par un corollaire du théoreme d’HAHN-BANACH, on a que Conv (O, (R)) est égale a I'intersection des demi-
espaces qui contiennent O, (R). On veut donc montrer que YA/ € B on a, V¢ forme linéaire sur M,,(R),

o(M) < sup {p(Q)}
Qe0, (R)

D’aprés le lemme, cela revient & montrer que, VA € M, (R),

Tr(AM) < sup {Tr(49Q)}
Qe0, (R)



Considérons une décomposition polaire de A (on n’a pas unicité a priori, si A ¢ Gl,,(R)),
A=UR avecU € O,(R),R € S} (R)

Considérons également (e;)1<;<, une base de vecteurs propres de R (rappelons que R est orthodiagonalisable car
symétrique réelle). Alors

Tr(AU™Y) = Tr(URU') =Tr(U 'UR) = Tr(R)
= > |Rei|
=1

Soit M € B. On a alors

Tr(AM) = Tr(MA):Z< MAei,ei>=Z<Aei,MTei>
i=1 i=1
< Y NURe|| M es]| <Y || Res|[|MT| e |
i=1 i=1
< Y IRe|  car [MT] = ||M] < Tet el =1
i=1
< Tr(AUY < sup  {Tr(AQ)}

Qe0,(R)

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Theoréme 2
On a

On(R) = Extr(B)

Preuve du théoréme 2 :
Rappellons que, par définition,

_ _ M, + M.
M est extremal de B si, et seulement si, VM, My € B, M = % = M = M; ou M,

» les points extremaux de B sont de norme 1
Remarquons que

:I+(—I)

© 2

O n’est donc pas extremal. Soit A € B (c’est-a-dire ||A]| < 1). On a

1/ A (@A]-14a
<||A||+ 14] )

2
Donc A n’est pas extremal.

» les éléments de O, (R) sont extremaux
Soit Q2 € O, (R) telle que @ = YV avec U,V € B. On a alors Vo € R™

4] 1202 = |Uz + V|
U] + V| +2 < Uz, Vo >< ||z + [lo]|* + 2| Uz | V]|
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Les inégalités sont donc des égalités, et donc Ux et V' sont positivement liés (cas d’égalité dans 1’inégalité de
CAUCHY-SCHWARTZ) et |Uz|| = ||z|| = ||[Vz||. Bref, Uz = Vx pour tout x, donc Q = U = V. Q est donc
extremal.

» les éléments extremaux sont des isométries
Soit A = UR extremal de B. En particulier, ||A|| = 1 d’aprés le premier ». On va montrer que R = I. Il existe
P e O,(R) tel que

R=PT'DP  avec D =diag(\i,...,\,)

|All = ||R|l = || D||, donc pour tout i, A; € [0, 1]. Supposons qu’il existe un A; tel que A\; < 1 (choisissons par
exemple A\1). On peut alors écrire

D= % avec D1 = diag(1, A2, ..., \p) et Dy = diag(2A1 — 1, Aa, ..., An)
Par suite

A= UPTDyP +UPTD,P : impossible car A est extremal

2
Donc D = I donc R = I donc A € O, (R).



