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Référence : )
Voici un développement a mon sens tres intéressant, puisqu’il convient a la fois pour des lecons d’analyse et
d’algebres (au moins a titre d’illustration). N’ étant pas référencé, il peut s’avérer délicat, mais, bien maitrisé, il est

plutdt original en lecon d’agrégation. Suivant le contexte, on peut appuyer plus sur ’aspect géométrique ou plus
sur I’aspect séquentiel.

Lemme 1 (déterminant circulant)
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Preuve du lemme :
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Les w' étant distincts deux a deux, det(f2) est un déterminant d¢ VANDERMONDE non-nul. L’idée est de calculer
le déterminant de A€). Je pense qu’il est inutile de le faire en direct (car il faut calculer les termes de la matrice
AQ), mais on peut I’expliquer en calculant la premiere ligne ; le reste s’en déduit grace au caractére cyclique des w”.
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Theoréme 1
Soit 19 = (x1,...,,) € C". On définit pour tout k € N
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Alors (arz(k))]CGN converge vers (g, ..., g) € C%, oll g est I'isobarycentre de xq, . . ., 4.




L’explication géométrique (qui donne son nom au développement) est trés simple, en assimilant C au plan R?. Si
I’on prend un polygdne (pas forcément convexe) et qu’on crée une suite de polygdnes en reliant les milieux des
cOtés, alors la suite de polygdnes "converge" vers 1’isobarycentre.

11 suffit de remarquer que
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Donc la suite est définie par
2F) — AF40)

Etudions donc la matrice A, ce qui va nous permettre d’utiliser (enfin) I’astucieux lemme énoncé plus haut. Le
polynome caractéristique de A évalué en A € C donne :
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Quoi qu’il en soit, on reconnait un déterminant circulant, et le lemme nous donne :
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Donc A est diagonalisable (car y 4 est scindé simple) : A = PDP~! avec P € Gl,(R). Donc A¥ — A=,
avecA® = PD>P~!, avec D> =diag(1,0,...,0). Donc

M) - g = A%z

> est évidemment un point fixe de A, c’est-a-dire (en termes algébriques) associé a la valeur propre 1. Le sous-
espace propre de A associé a 1 est de dimension 1, et le vecteur (1, 1, ..., 1) en fait évidemment partie. Donc

Jz € Ctel que ™ = (2, 2,...,2)

Pour conclure, on remarquera que 1’isobarycentre g de (°) est aussi (par associativité) I’isobarycentre de z(!) et
donc de %) pour tout k. En passant a la limite, ¢ est I'isobarycentre de 2°°, donc 2> = (9,9,---,9)-

O
N.B. : on peut justifier le dernier passage 2 la limite sur  avec la formule (qui est continue en (%))

zn:(xﬁk)*g)ZO

i=1



