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On notera Z(P) I’ensemble des racines complexes d’un polynéme, et d°P son degré.

Soit n € N* et soit €2, ’ensemble des polyndmes de R[X] tel que

dP=n
P e Z[X]
P unitaire
z€Z(P)=0<]z<1

PeQ, <

La derniére caractérisation de €2,, se reformule aussi en disant que les racines de P sont de module inférieur a 1 et
que X ne divise pas P ou que P a un terme constant non nul.
Theoréme 1 (de KRONECKER)

SiP e,
Alors les racines de P sont racines de I’unité

Preuve :
Soit un tel P, notons

P = X"+ X" '+ 4a,1X +a,
= X—a1)...(X —an)

A noter que a,, # 0et 0 < ; < 1. On peut alors utiliser la relation coefficient-racines (se démontre facilement
par récurrence sur n) :

ap = (—1)Pop(aq ... ) avec op(Qq ... ) = Z Qg .y,
1<iy <--<ip<n

Les o, sont appelés polyndomes symétriques élémentaires ; on a par exemple

Ul(al...an) = a1+oas+---+a,

onlag...an) = ojas...ap

Bon, il est temps de rentrer dans le vif du sujet.

lay| = Z gy -y, | < Z 1= <Z)

1<i1<-<ip<n 1<iy <---<ip<n

n étant fixé et a, étant un entier, a, ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. On ne peut donc faire qu'un
nombre fini de combinaisons des a,, majoré (trés) grossicrement par

n
2n ( max < )>
1<p<n \p



Quoi qu’il en soit, f (2,,) < co.
Pour £ € N*, notons
P.=(X—-a})...(X —ak)

Remarquons que P = P;. On va montrer que P, € €2, pour tout k. Soit donc k£ < 2. On peut déja remarquer que
Py, est unitaire de degré n, et 0 < |a¥| < 1.1l reste & montrer que ses coefficients sont entiers.

On va introduire,pour A € C, Qﬁ =Xk _ Net, pour finir, le résultant suivant (de taille k + n) :

1 1
ai 0

1

Ry(A) = Res(P,Qp) = |4, 1 0 0
al A

: 0

G, A

On voit bien que Ry est polynomial en A (si ’on préfere, il est assez aisé de raisonner dans Z[\]) et que ses
coefficients sont entiers (les a,, étant entiers). Pour conclure, on va exprimer le résultant en fonction des racines
des polyndmes (on rappelle que P est unitaire et que ses racines sont les «;) :

n

Re(\) = Res(P,Q7) = [[ Qa(as) = [ (af = ) = (=1)"Pu(N)
i=1 i=1
Les coefficients de Rj, sont entiers, donc ceux de Py les sont aussi. Donc Py, € Q,,.
La fin de la démonstration est alors facile. Notons

@ik al

Q,, étant un ensemble fini, I’ensemble Ugeqn, Z (@) est lui aussi fini et donc ¢; ne peut étre injective. Donc il existe
des entiers p et g tels que

3 K2

Donc o ™% =1 car o; # 0.



